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R�esum�e

Le d�ecollement �a l'interface constitue l'un des principaux modes de ruine pour
les mat�eriaux h�et�erog�enes de type "inclusion-matrice". Du point de vue de la
mod�elisation, il est donc essentiel de d�ecrire le comportement de tels mat�eriaux
comportant des interfaces partiellement d�ecoll�ees.

Dans le cadre de la m�ecanique lin�eaire de la rupture (en �elasticit�e plane), ce travail
concerne tout d'abord l'analyse de �ssures interfaciales situ�ees �a la fronti�ere d'une
inclusion circulaire, immerg�ee dans une matrice in�nie. La solution g�en�erique d'un
tel probl�eme, s'appuyant sur la m�ethode des potentiels complexes de Muskhelishvili,
a �et�e propos�ee par Perlman et Sih (1966). Cette solution g�en�erale a �et�e appliqu�ee
successivement aux cas d'une �ssure unique et de deux �ssures sym�etriques par
Toya (1974) et Prasad et Simha (2002, 2003), respectivement. Nous utilisons ici la
m�ethodologie de Perlman et Sih (1966) pour calculer la solution au probl�eme de
deux �ssures d'interface de longueurs di��erentes, mais partageant le même axe de
sym�etrie. Sur la base de la solution obtenue, nous analysons ensuite la propagation
de deux �ssures initialement sym�etriques. Nous montrons que la propagation peut
être asym�etrique : la longueur d'une des �ssures crô�t, tandis que celle de l'autre
reste constante.

Ensuite, le sch�ema d'homog�en�eisation de Mori-Tanaka est adopt�e pour �etudier
l'e�et du d�ecollement partiel de l'interface sur le comportement macroscopique
du mat�eriau. Finalement, nous pr�esentons une courbe de contrainte-d�eformation
macroscopique du mat�eriau h�et�erog�ene de type "inclusion-matrice" soumis �a une
traction uniaxiale tenant compte de l'endommagement dû au d�ecollement �a l'interface.
L'in
uence de param�etres tels que fraction surfacique des inclusions, taille des
particules et angle initial des �ssures sur cette courbe est examin�ee.

Mots-cl�es : M�ethode des potentiels complexes ; m�ecanique de la rupture ; interface
inclusion-matrice ; m�ethodes d'homog�en�eisation ; loi macroscopique d'endommage-
ment, d�ecollement.
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Abstract

Debonding at the interface is one of the main failure modes for "inclusion-matrix"
materials. From a modeling point of view, it is therefore essential to describe the
behavior of such materials with partially bonded interfaces.

In the framework of 2D linear elastic fracture mechanics, this work concerns �rst
of all the analysis of interfacial �ssures located at the boundary of a circular inclusion,
immersed in an in�nite matrix. The generic solution of such a problem, based on
the complex potential method of Muskhelishvili, has been proposed by Perlman and
Sih (1966). This general solution was applied successively to the cases of a single
crack and two symmetric cracks by Toya (1974) and Prasad and Simha (2002, 2003),
respectively. We use here the methodology of Perlman and Sih (1966) to calculate
the solution to the problem of two interface cracks of di�erent lengths, but sharing
the same axis of symmetry. On the basis of the solution obtained, we then analyze
the propagation of two initially symmetrical cracks. We show that the propagation
can be asymmetrical : the length of one of the cracks grows, while that of the other
remains constant.

Then, the Mori-Tanaka homogenization scheme is adopted to study the e�ect of
the partial debonding of the interface on the macroscopic behavior of the material.
Finally, we present a macroscopic stress-strain curve of the "inclusion-matrix" material
subjected to uniaxial traction taking into account damage due to debonding at the
interface. The in
uence of parameters such as surface fraction of inclusions, particle
size and initial crack angle on this curve is examined.

Keywords : Complex potential method ; fracture mechanics ; inclusion-matrix
interface ; homogenization methods ; macroscopic damage law ; debonding.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte g�en�eral et l'objectif de la th�ese

La pr�ediction de la micro�ssuration dans les mat�eriaux g�eologiques et du g�enie civil
tels que les roches argileuses ou les b�etons est d'un int�erêt majeur, notamment dans
le contexte du stockage souterrain des d�echets radioactifs. Il est en e�et primordial
de disposer d'outils permettant d'assurer que les propri�et�es naturelles d'�etanch�eit�e
de l'ouvrage et de la barri�ere g�eologique seront su�santes tout au long de la dur�ee
de vie du stockage. Plus g�en�eralement, la �ssuration est un m�ecanisme pr�esent dans
la quasi- totalit�e des structures de g�enie civil, et sa compr�ehension est indispensable
pour la pr�evision de leur tenue �a long terme vis-�a-vis des sollicitations m�ecaniques,
mais aussi thermiques, hydriques ou chimiques.

Du point de vue de la microstructure, les roches argileuses peuvent être consid�er�ees
comme un composite du type "inclusion-matrice", dans lequel on peut supposer que les
inclusions (alcite et quartz) sont sph�eriques en 3D ou circulaires en 2D et distribu�ees
de mani�ere al�eatoire dans la matrice argileuse (Abou-Chakra Gu�ery et al., 2009).
Dans ces mat�eriaux, l'interface joue un rôle tr�es important dans le comportement
m�ecanique. En fait, l'un des modes de rupture courants dans les composites est la
rupture �a l'interface (Figure 1.1). La r�esistance interfaciale in
uence largement les
propri�et�es m�ecaniques du composite (la rigidit�e, la r�esistance et le comportement
�a la rupture...) ainsi que les propri�et�es hydrauliques (perm�eabilit�e...). Du point de
vue de la mod�elisation, il est donc essentiel de pouvoir d�ecrire avec pr�ecision le
comportement g�en�eral des composites de type "matrice-inclusion" comportant des
interfaces partiellement �ssur�ees.

1
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Figure 1.1 { Section transverse d'un composite isotrope renforc�e de �bres en traction
uniaxiale (Talreja, 2016)

La �ssuration des g�eomat�eriaux �a matrice argileuse a fait l'objet de nombreuses
recherches �a caract�ere exp�erimental et th�eorique, mais sa compr�ehension et mâ�trise
pour des applications industrielles n�ecessite encore des e�orts, notamment sur le plan
de la mod�elisation constitutive. Dans ce contexte, il est maintenant reconnu que les
approches multi-�echelles prenant en compte la complexit�e des microstructures et des
interactions physiques qui y op�erent seront n�ecessaires pour compl�eter et enrichir
la capacit�e pr�edictive des approches macroscopiques plus traditionnelles. Pour cela,
la solution de Eshebly au probl�eme d'une inclusion �equivalente int�egr�ee dans une
matrice in�nie reste jusqu'�a pr�esent la pierre angulaire de l'�etude des propri�et�es
e�ectives de mat�eriaux h�et�erog�enes (Eshelby, 1957). On peut citer les applications
importantes de la solution de Eshelby au homog�en�eisation des milieux multi�ssur�es
tels que : l'estimation des propri�et�es e�ectives de mat�eriaux �ssur�es (Walsh, 1965a,b;
Budiansky and O'connell, 1976; Hoenig, 1979; Zimmerman, 1985; Benveniste, 1985;
Hashin, 1983; Kachanov, 1992, 1993; Pouya, 2015; Zheng and Du, 2001; Zaoui, 2002;
Markensco� and Dascalu, 2012; Giraud and Sevostianov, 2013), puis la prise en comte
des e�ets de fermeture et de frottement des �ssures (Deude et al., 2002; Pens�ee et al.,
2002; Dormieux et al., 2006b; Zhu et al., 2009), ainsi que les e�ets de la pression
interstitielle (Brace, 1960; Budiansky and O'connell, 1976; Thompson and Willis,
1991; Chateau and Dormieux, 1998; Deud�e et al., 2002; Dormieux et al., 2002, 2006a;
Dormieux and Kondo, 2007) et l'e�et de l'anisopitri (Giraud et al., 2007; Barth�el�emy,
2009).

Cependant, une limitation des travaux ci-dessus, du moins pour le probl�eme qui
nous int�eresse ici, est qu'ils supposent une adh�erence parfaite entre l'inclusion et la
matrice c'est-�a-dire la continuit�e du d�eplacement �a l'interface. Un objectif de cette
th�ese est d'explorer les voies possibles de d�eveloppement d'un mod�ele d'inclusion-
matrice qui inclut un d�ecollement partiel �a l'interface (Figure 1.2). Il permettrait
alors de mod�eliser la �ssuration qui se localise tr�es souvent sur cette interface.
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Figure 1.2 { Mod�ele d'inclusion-matrice avec d�ecollement partiel �a l'interface

En r�esum�e, il est essentiel de d�ecrire le comportement des mat�eriaux des mat�eriaux
h�et�erog�enes comportant des interfaces partiellement d�ecoll�ees. L'objectif de la th�ese
est de :

| D�evelopper un mod�ele analytique ou semi-analytique d'inclusion-matrice qui
inclut un d�ecollement partiel �a l'interface.

| Analyser la propagation des �ssures d'interface en se basant sur la m�ecanique
lin�eaire �elastique de la rupture.

| Impl�ementer la solution obtenue dans les sch�emas d'homog�en�eisation pour
estimer les modules e�ectifs de mat�eriaux et �etudier le comportement macro-
scopique du mat�eriau tenant compte de l'endommagement dû au d�ecollement �a
l'interface.

Dans cette introduction, nous pr�esentons d'abord la composition des roches
argileuses dans le contexte du stockage souterrain des d�echets radioactifs. Puis, nous
introduisons des notion de base de la m�ecanique de la rupture pour la mod�elisation
de la propagation des �ssures d'interface. Nous passerons ensuite en revue la th�eorie
de l'homog�en�eisation des mat�eriaux h�et�erog�enes. En�n, le contenu du travail de th�ese
sera d�ecrit.

1.2 Roches argileuses

Les roches argileuses, ou argilites, du site de Bure sont des roches bien com-
pact�ees du Callovo-Oxfordford (COx) situ�ees �a l'est du bassin parisien (Bornert
et al., 2010). L'argilite du COx se caract�erise par une tr�es faible conductivit�e hy-
draulique qui limite le transfert de l'eau et par un faible coe�cient de di�usion qui
retarde consid�erablement le transport de solut�es. L'argilite a �egalement un faible
d�eformabilit�e et une forte capacit�e d'absorption des radionucl�eides (Mohajerani,
2011). Ces propri�et�es avantageuses en font une roche-hôte potentielle pour le stockage
des d�echets radioactifs �a haute activit�e �a grande profondeur. Cette formation argileuse
s�edimentaire, d'environ 150 m d'�epaisseur, est situ�ee �a environ 500 m de profondeur.
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La �gure 1.3 illustre un sch�ema g�eologique typique Brommundt et al. (2014) de la
r�egion orientale de la France.

Figure 1.3 { Sch�ema g�eologique de l'est de la France (Brommundt et al., 2014).

Suivant les �etudes de Chiarelli et al. (2003) et Robinet et al. (2012), les ca-
ract�eristiques de base de cette argile en fonction de la s�equence stratigraphique sont
de 15% �a 30% de tectosilicates (principalement du quartz et des feldspaths), 20% �a
25% de carbonates (principalement de la calcite et de la dolomite), 35% �a 60% du
taux d'argile (principalement illite et illite/smectite interstrati��ee, kaolinite, mica
et chlorite) et 0% �a 3% de pyrite. Comme le montre la �gure 1.4, la composition
min�eralogique change de mani�ere signi�cative en ce qui concerne la profondeur des
couches rocheuses (Andra, 1999).
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Figure 1.4 { Variation de la fraction volumique de la matrice argileuse, de la calcite
et des grains de quartz en fonction de la profondeur (Abou-Chakra Gu�ery et al.,
2009).

Du point de vue de la composition du mat�eriau, l'argilite peut être alors consid�er�ee
comme un composite triphas�e du type "inclusion-matrice", dans lequel les phases de
calcite et de quartz incorpor�ees sont suppos�ees être sph�eriques en 3D ou circulaires en
2D et distribu�ees de mani�ere al�eatoire dans la matrice argileuse (Abou-Chakra Gu�ery
et al., 2009).

Figure 1.5 { Volume �el�ementaire repr�esentatif de l'argilite du Callovo-Oxfordien
(Abou-Chakra Gu�ery et al., 2009).
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1.3 Introduction de la m�ecanique de la rupture
d'interface

Depuis le travail de pionnier de Coulomb (1776), la pr�ediction de la r�esistance des
mat�eriaux solides �etait bas�ee sur des approches ph�enom�enologiques. De nombreux
crit�eres de rupture ph�enom�enologiques en termes de contrainte ou de d�eformation
ont �et�e propos�es et �etalonn�es par rapport aux r�esultats exp�erimentaux. Dans les
crit�eres couramment utilis�es, une enveloppe de rupture dans l'espace de contrainte ou
de d�eformation est construite sur la base de donn�ees exp�erimentales avec un nombre
limit�e d'essais.

En g�en�eral, les th�eories classiques pr�edisent la rupture des mat�eriaux et structures
avec une pr�ecision satisfaisante dans les applications o�u le champ de contraintes est
relativement uniforme. Pourtant, ces th�eories ne soient pas encore �ables pour un
milieu h�et�erog�ene �a cause des d�efauts pr�esent�es dans des mat�eriaux r�eels. En e�et, la
pr�esence des �ssures dans les mat�eriaux peut entrâ�ner la perturbation de contraintes
�a la pointe des �ssures. Donc, de nombreuses ruptures structurelles ont �et�e observ�ees
�a des contraintes bien inf�erieures aux valeurs critiques sp�eci��ees dans les th�eories
classiques.

L'approche de l'�etude de la rupture qui permet de prendre en compte l'existence
de d�efauts dans les mat�eriaux estla m�ecanique de la rupture, qui fournit un traitement
quantitatif bas�e sur une analyse des contraintes, li�ees �a la r�esistance �a la rupture
sous di��erentes types de chargement et g�eom�etrie structurelle contenant des d�efauts
(Castelli and Scavia, 2004). La caract�eristique principale de la m�ecanique de la
rupture est qu'une �ssure existe d�ej�a. La nucl�eation de �ssures peut être trait�ee
par le crit�ere coupl�e (contrainte et energie) de Leguillon (2002), la m�ecanique de
l'endommagement (Lemaitre et al., 1985; Kachanov, 2013).

Dans le domaine de la m�ecanique lin�eaire �elastique de la rupture, tout le corps
est suppos�e se comporter de mani�ere �elastique lin�eaire. De plus, la m�ecanique
lin�eaire �elastique de la rupture est utilis�ee pour mod�eliser la rupture de mat�eriaux
essentiellement fragiles. Pour la �ssuration d'un mat�eriau homog�ene, le lecture peut
se r�ef�erer aux livres de Anderson (2017) ou de Janssen et al. (2004). Ce m�emoire
concerne la �ssuration de l'interface d'un bimat�eriau. Un int�erêt particulier est donc
port�e �a la propagation des �ssures �a l'interface entre deux mat�eriaux distincts.

Les premiers travaux concernant la m�ecanique de la rupture des �ssures d'interface
sont dus �a Williams (1959); England (1965); Erdogan (1965); Rice and Sih (1965);
Malyshev and Salganik (1965). Ce sujet reste de nos jours un domaine de recherche
tr�es actif.

Deux approches de la m�ecanique de la rupture ont �et�e d�evelopp�ees pour l'analyse
des �ssures interfaciales (Manti et al., 2005). L'un s'appellele mod�ele ouvert et
l'autre s'appelle le mod�ele de contact. Dans le mod�ele ouvert, les l�evres des �ssures
doivent être libres de tractions alors que dans le mod�ele de contact, les l�evres de la
�ssure sont suppos�ees entrer en contact au niveau des deux extr�emit�es de la �ssure
sous l'application de la charge. La premi�ere approche est bas�ee sur les travaux de
Williams (1959); Rice (1988); Hutchinson and Suo (1991), tandis que la seconde
est essentiellement bas�ee sur les travaux de Comninou (1977, 1978); Comninou and
Schmueser (1979); Gautesen and Dundurs (1987); Dundurs (1988).
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Dans cette section, nous pr�esentons bri�evement les principales notions de la
m�ecanique de la rupture pour les �ssures interfaciales. Nous supposons que les
�ssures sont ouvertes, c'est-�a-dire que le vecteur contrainte est nul sur les deux l�evres
des �ssures.

1.3.1 Champ de contrainte et d�eplacement

y

x

�0�D�W�p�U�L�D�X����
(�(1  �X1) s

�M

�0�D�W�p�U�L�D�X����
(�(2  �X2)

Figure 1.6 { Syst�eme de coordonn�ees en pointe d'une �ssure

Consid�erons une �ssure �a l'interface entre deux mat�eriaux �elastiques dissemblables
avec le module d'Young et le coe�cient de Poisson pour les l�evres sup�erieure et
inf�erieure, not�es respectivementE j et � j (j = 1; 2) (voir la �gure 1.6). Selon la
solution analytique pour une �ssure d'interface plane (Williams, 1959), l'expression
asymptotique de la contrainte et du d�eplacement relatif lorsques ! 0 (s est la
distance depuis la pointe de �ssure) est la suivante :

� xx (s; ' = 0) + i � xy (s; ' = 0) =
K

p
2�

si � � 1=2; (1.1)

� uy(s) + i� ux (s) =
8

�
1 + 2i �

�
cosh(�� )E �

K
p

2�
si � +1 =2; (1.2)

o�u s et ' sont les coordonn�ees polaires de pôle �a la pointe de la �ssure (voir la
�gure 1.6) et 2=E� = 1=E�

1 + 1=E�
2 (E �

j = E j pour les probl�emes de contrainte plane,
E �

j = E j =(1 � � 2
j ) pour les probl�emes de d�eformation plane). Dans cette formule

ci-dessus,K est le facteur d'intensit�e de contrainte complexe,K = K 1 + i K 2 (il sera
discut�e plus tard) et � est la constante d�e�nie comme suit :

� =
1

2�
ln

� 1 + � 1� 2

� 2 + � 2� 1
; (1.3)

o�u � j = 3 � 4� j pour la d�eformation plane, et � j = 3� � j

1+ � j
pour la contrainte plane

et � j = E j

2(1+ � j ) est le module de cisaillement. La singularit�e oscillatoiresi � dans les
�equations (1.1) et (1.2) peut être r�ev�el�e en utilisant la formule d'Euler :

si � = cos(� ln s) + i sin( � ln s): (1.4)
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Figure 1.7 { Distribution de d�eplacement � uy pr�es de la pointe d'une �ssure
d'interface.

Clairement, si � = 0, les oscillations en pointe de �ssure disparaissent. Pour deux
mat�eriaux dont les coe�cients de Poisson sont positifs,j� j � 0:175. L'�egalit�e a lieu
lorsque� 2=� 1 ! 1 et � 1 = 0 ou � 1=� 2 ! 1 et � 2 = 0.

A cause de la pr�esence du terme d'oscillationsi � , quelques commentaires sur les
champs de contrainte et de d�eplacement dans les deux �equations(1.1) et (1.2) sont
(Sun and Jin, 2012) :

| La singularit�e des contraintes de types� 1=2+i � et la d�ependance des d�eplacements
relatifs vis-�a-vis de s selons1=2+i � pr�es de la pointe de �ssure impliquent que
les contraintes et les d�eplacements pr�esentent un caract�ere oscillant lorsqu'ils
changent ind�e�niment de signe lorsques s'approche de 0 (voir la �gure 1.7).

| La nature oscillatoire du champ de d�eplacement implique l'interp�en�etration de
deux faces de �ssure, ce qui est physiquement inadmissible. En d'autres termes,
les faces de la �ssure doivent entrer en contact pr�es de la pointe (voir la section
1.3.4).

| Dans le cas particulier de� = 0, les termes oscillatoires disparaissent et les
champs de contrainte et de d�eplacement pr�es de la pointe ont exactement les
mêmes formes que ceux des mat�eriaux homog�enes.

1.3.2 Facteur d'intensit�e de contraintes complexe

Dans le contexte de la m�ecanique lin�eaire de la rupture, nous admettons la
singularit�e �a la pointe de la �ssure. Les facteurs d'intensit�e de contraintes sont utilis�es
pour exprimer le niveau de cette singularit�e.

D'apr�es les expression(1.1) et (1.2), la partie r�eelle et imaginaire du facteur d'in-
tensit�e de contrainte complexeK joue un rôle similaire �a celui les modes d'ouverture
(mode I) et de cisaillement plan (mode II) dans des probl�emes homog�enes si� = 0.
Cependant, pour� 6= 0, les composantsK 1 et K 2 ne repr�esentent pas respectivement
les modes conventionnelles I et II. En raison du terme d'oscillation, même un charge-
ment en mode pur I entrâ�ne des contraintes de cisaillement �a la pointe de la �ssure.
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Par cons�equent, les deux parties de facteur d'intensit�e de contraintes complexe sont
toujours coupl�es.

L'�equation (1.1) montre que le facteur d'intensit�e de contrainte a une dimension
MPa � m1=2� i� , c'est donc un concept qui n'a aucune signi�cation physique. Ainsi, il
convient de d�e�nir les facteurs d'intensit�e de contrainte K I et K II au sens classique
(avec des dimensions physiques :MPa �

p
m) par l'introduction d'une longueur de

r�ef�erence suppl�ementaire ` (Rice, 1988). Donc, sur la base de l'argument de Rice, le
facteur d'intensit�e de contrainte complexe de type classique est d�e�nie comme suit :

� xx (s; ' = 0) + i � xy (s; ' = 0) =
K I + i K IIp

2�s

s
`

i �
; (1.5)

En e�et, les deux d�e�nitions (1.1) et (1.5) sont essentiellement identiques et peuvent
être li�ees par :

K I + i K II = ` i � K: (1.6)

1.3.3 Mode mixte

Puisque les deux parties de facteur d'intensit�e de contraintes complexe sont
toujours coupl�es, il est utile de d�e�nir le mode mixte. En e�et, le mode mixte d�ecrit le
rapport entre la partie imagine et la partie r�eelle du facteur d'intensit�e de contraintes
complexe :

tan  K =
K II

K I
; (1.7)

ce qui �equivaut �a
tan  K =

� � xy

� yy

�

s= `
; (1.8)

Puisque les facteurs d'intensit�e de contraintesK I et K II d�ependent de la longueur
de r�ef�erence `, l'angle de mode mixte d�epend �egalement la longueur de r�ef�erencè. Si
la valeur ` est remplac�ee par`0, l'angle de mode mixte est d�ecal�e de (Hutchinson and
Suo, 1991) :

 0
K =  K + � ln

`0

`
: (1.9)

1.3.4 Zone de contact

Dans une �ssure d'interface, les d�eplacements de la surface de la �ssure pr�esentent
un caract�ere oscillant, c'est-�a-dire qu'ils changent de signe ind�e�niment lorsques
approche de z�ero. Cette nature oscillatoire signi�e que les surfaces de �ssure sup�erieure
et inf�erieure se chevaucheront pr�es de la pointe de la �ssure, ce qui est physiquement
irr�ealiste. N�eanmoins, comme l'explique Rice (1988), la solution oscillante reste
pertinente pour l'analyse de la propagation de la �ssure si la taille de la zone de
contact est beaucoup plus petite que la longueur de la �ssure.

En ce qui concerne la taille de la zone de contactsc, Rice (1988) la d�e�nit comme
�etant la plus grande valeur des pour laquelle � uy(s) = 0. A partir de l'�equation
(1.2), les solutions sont de la forme :

<
�

K
1 + 2i�

si �
c

�
= 0 (1.10)
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qui donne

sc = exp

"
1
�

(

tan� 1

 
< (K) + 2 � = (K)
= (K) � 2� < (K)

!

+ n�

)#

(1.11)

pour n = : : : ; � 2; � 1; 0; 1; 2; : : : et il faut choisir la plus grande valeur den telle que
s est inf�erieure et �egale �a la longueur de la �ssure.

Lorsque la taille de la zone de contact peut devenir comparable �a la longueur de
la �ssure, les conditions de contact �a petite �echelle ne sont plus valables. En raison
de la pr�esence d'une zone de contact importante, il n'y a plus de mode de fracture I
en avant du fond de �ssure. Ainsi, la �ssure d'interface se d�eveloppe exclusivement
en mode II.

1.3.5 Taux de restitution de l'�energie

Pour analyser la propagation de la �ssure, nous utilisons un crit�ere bas�e sur le
taux de restitution d'�energie G (Gri�th, 1921). Le taux de restitution d'�energie est
l'�energie dissip�ee lors de la �ssuration par unit�e de surface de la fracture nouvellement
cr�e�ee. En raison de la nature oscillatoire des champs de contrainte et de d�eplacement
au voisinage de la pointe de �ssure d'interface, les taux de restitution d'�energie en
mode I et en mode II,GI et GII , en utilisant la technique int�egrale de fermeture
de �ssure de Irwin (1957), n'existent pas pour les �ssures d'interface (Sun and Jih,
1987; Raju et al., 1988; Toya, 1992). Cependant, le taux de restitution d'�energie
total G d�e�ni comme �etant GI + GII existe toujours (Malyshev and Salganik, 1965;
Sun and Jih, 1987). On peut montrer que la formule de Irwin (1957) reliant le
taux de restitution d'�energie total d'une �ssure d'interface au facteur d'intensit�e de
contraintes complexeK s'�ecrit, dans le cas d'une �ssure d'interface (Malyshev and
Salganik, 1965) :

G =
1

E �

KK
cosh2(�� )

: (1.12)

1.3.6 Crit�ere de propagation

Selon le crit�ere �energ�etique bas�e sur le taux de restitution d'�energie, la �s-
sure se propage lorsque le taux de restitution d'�energie atteint une valeur critique.
L'exp�erience de Cao and Evans (1989) montre que la r�esistance d'interface pour un
syst�eme bimat�eriel donn�e n'est pas une constante, mais d�epend du mode mixte K .
Le crit�ere du taux de restitution d'�energie peut donc être exprim�e par :

G = Gc( K ) (1.13)

o�u Gc est la valeur critique de taux de restitution d'�energie. Dans ce contexte,
Hutchinson and Suo (1991) ont propos�e deux crit�eres comme suit :

Gc( K ) = GIc (1 + tan 2[(1 � � ) K ]); (1.14)

Gc( K ) = GIc [1 + (1 � � ) tan2  K ]; (1.15)

o�u � traduit l'in
uence de la contribution en mode II ( � = 1 correspond �a une
interface constante, sans e�et de mode mixte) etGI c est la t�enacit�e en mode I
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pur (associ�ee �a la valeur minimale deGc). Pour les interfaces comme verre/�epoxy,
le crit�ere (1.14) avec� = 0 repr�esente une tr�es bonne approximation des r�esultats
exp�erimentaux (voir Liechti and Chai (1992); Charalambides et al. (1992); Banks-Sills
and Ashkenazi (2000).

Notons que, comme abord�e dans la section 1.3, k d�epend de la longueur de
r�ef�erence `. Par cons�equent, la variation de la longueur de r�ef�erence associ�ee au
changement deGc. Hutchinson and Suo (1991) ont �egalement propos�e une s�election
de la longueur de r�ef�erence, c'est que le choix de placer la valeur minimale deGc

correspond �a la valeur z�ero de mode mixte k . Donc, si  k = 0 alors Gc = GI c.

1.4 Introduction de la m�ethode d'homog�en�eisation

Dans le calcul des structures, les mat�eriaux constitutifs sont souvent suppos�es
homog�enes. En r�ealit�e, le mat�eriau est toujours h�et�erog�ene �a une �echelle inf�erieure,
plus ou moins petite suivant les mat�eriaux. C'est �evident dans le cas des mat�eriaux
composites ainsi que des mat�eriaux g�eologiques et du g�enie civil tels que les roches
argileuses ou les b�etons. Pour le dimensionnement d'une structure d'un tel mat�eriau,
on cherche donc �a remplacer le mat�eriau h�et�erog�ene par un milieu dit homog�ene
�equivalent caract�eris�e par des propri�et�es m�ecaniques e�ectives.

Le but de la d�emarche d'homog�en�eisation est de pr�edire le comportement m�ecanique
d'un mat�eriau h�et�erog�ene en utilisant des informations reli�ees �a la microstructure.

Dans son travail de pionnier, Eshelby (1957) a r�esolu le probl�eme g�en�eral du
mat�eriau. Les travaux d'Eshelby constituent l'ossature th�eorique de l'analyse de nom-
breux probl�emes d'int�erêt en m�ecanique des mat�eriaux composites. Dans la litt�erature,
l'approche d'Eshelby a �et�e largement adopt�ee dans divers sch�emas d'homog�en�eisation
pour pr�edire les modules e�ectifs des mat�eriaux le sch�ema dilu�e (Eshelby, 1957),
le sch�ema de Mori-Tanaka (Mori and Tanaka, 1973; Benveniste, 1987), le sch�ema
auto-coh�erent (Hill, 1965; Budiansky and O'connell, 1976; Horii and Nemat-Nasser,
1983), le sch�ema di��erentiel (Hashin, 1988), le sch�ema Ponte Castaneda et Willis
(Casta~neda and Willis, 1995), le sch�ema Interaction Direct Derivative (Zheng and
Du, 2001)...

Dans cette section, les principes de base de la m�ethode d'homog�en�eisation sont
pr�esent�es. L'objectif est de pr�edire les modules e�ectifs de mat�eriaux h�et�erog�enes
de type "inclusion-matrice", qui correspondent �a la microstructure des roches ar-
gileuses (Abou-Chakra Gu�ery et al., 2009). Pour plus de d�etails sur la d�emarche
d'homog�en�eisation, le lecture peut consulter les livres de Zaoui (2000), de Bornert
et al. (2001) ou la th�ese de Huynh (2006).

1.4.1 Comportement homog�en�eis�e d'un volume �el�ementaire
repr�esentatif du mat�eriau h�et�erog�ene

La mise oeuvre d'une approche microm�ecanique n�ecessite de d�e�nir un volume
�el�ementaire repr�esentatif (VER) du mat�eriau �etudi�e (Hill, 1963; Dormieux et al.,
2006b). Le VER est ainsi form�e �a partir de l'ensemble des constituants choisis
(inclusions, �ssures, pores, etc.) pour la description du mat�eriau �etudi�e (voir la �gure



Chapitre 1. Introduction 12

1.8). Ce volume �el�ementaire repr�esentatif doit satisfaire �a deux conditions (Bornert
et al., 2001) :

| Être plus grand que la longueur caract�eristique des constituants a�n que leur
nombre soit su�sant pour permettre une repr�esentation statistique correcte du
mat�eriau �etudi�e.

| Être plus petit que la longueur caract�eristique d'une structure m�ecanique pour
pouvoir �eventuellement être remplac�e par un mat�eriau homog�ene �equivalent
lors d'un calcul de structure.

En d'autres termes :
d � l � L (1.16)
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Figure 1.8 { Echelle macroscopique et �echelle microscopique (Abou-Chakra Gu�ery,
2007)

Nous consid�erons un VER du mat�eriau �elastique lin�eaire h�et�erog�ene constitu�e
de N phases de type inclusions, immerg�ees dans une matrice in�nie (phase "m").
Les inclusions de chaque phase ont des propri�et�es m�ecaniques di��erentes. Nous
repr�esentons ce VER par un volume repr�esentative 
, avec sa fronti�ere@
. Nous
d�esignons le volume repr�esentatif de la phasek (k = 1; :::; N ) par 
 i

k . Sa fraction
volumique estf i

k = 
 i
k=
. Le VER du mat�eriau �etant d�e�ni, il convient maintenant

de pr�eciser les conditions aux limites du probl�eme d'homog�en�eisation qui sera �etudi�e.
Deux types de conditions au bord sont g�en�eralement consid�er�es en homog�en�eisation
des mat�eriaux : i. d�eformations homog�enes au bord,ii. contraintes homog�enes au
bord.
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Figure 1.9 { Conditions au bord

D�eformations homog�enes au bord. Le premier probl�eme est la condition dite :
"d�eformations homog�enes", impos�ee au pointx de la fronti�ere @
 du VER et d�e�nie
par (Figure 1.9, �a gauche) :

u(x) = " � x; 8x 2 @
 (1.17)

La condition aux limites d'Hashin (1983) implique :

" = h" i =
1

j
 j

Z




" (x)d
 = f m"m +
NX

k=1

f i
k" i

k (1.18)

o�u f m est la fraction volumique de la matrice,"m et " i
k sont respectivement des

d�eformations moyennes dans la matrice et dans la phasek (k = 1; :::; N ), et " .
Consid�erant le comportement lin�eaire-�elastique de la matrice et des phases d'inclu-
sions, le principe de superposition implique l'existence d'une relation lin�eaire entre la
d�eformation macroscopique" et les d�eformations moyennes"m et " i

k :

"m = Am : " et " i
k = Ai

k : "; (1.19)

o�u Am et Ai
k sont les tenseurs de concentration des d�eformations du quatri�eme ordre

de la matrice et de la phasek, respectivement. La consid�eration suppl�ementaire

de la r�egle de la contrainte moyenne,� = h� i = f m � m +
NP

k=1
f i

k � i
k , donne la loi de

comportement macroscopique (Hill, 1963) :

� = Ce� : " avec Ce� = Cm +
NX

k=1

f i
k(Ci

k � Cm) : Ai
k (1.20)

est tenseur d'�elasticit�e homog�en�eis�e. Ci
k repr�esente tenseur de modules �elastiques de

la phasek et Cm est celui de la matrice.
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Contraintes homog�enes au bord. La condition au bord alternative est les
contraintes homog�enes (Figure 1.9, �a droite) :

T(x) = � � n; 8x 2 @
 (1.21)

De fa�con analogue, dans le cas de la traction homog�ene impos�ee �a la limite du
VER, nous pouvons montrer que :

� = Se� : � (1.22)

o�u Se� est le tenseur de souplesse homog�en�eis�e :

Se� = Sm +
NX

k=1

f i
k(Si

k � Sm) : Bi
k (1.23)

et o�u le tenseur B est analogue �aA, appel�e le tenseur de localisation des contraintes,
tel que :

� m = Bm : � et � i
k = Bi

k : �; (1.24)

Dans l'�equation (1.23), Si
k et Sm repr�esentent respectivement les souplesses de la

phasek et de la matrice. On note l'identit�e Si
k = ( Ci

k)� 1 et Sm = ( Cm)� 1

Se� et Ce� ne sont pas rigoureusement inverses l'un de l'autre. Si la condition
de s�eparation des �echellesd � l est satisfaite, on admet que les deux types de
sollicitation sont �equivalents (Zaoui, 2000; Huynh, 2006).

1.4.2 Quelques sch�emas standard d'estimation du tenseur
d'�elasticit�e e�ectif

Sch�ema dilu�e

Le sch�ema dilu�e stipule que chaque inclusion se comporte comme une inclusion
isol�ee dans la matrice in�nie soumise �a l'in�ni �a une d�eformation macroscopique
homog�ene", ce qui correspond au probl�eme de l'h�et�erog�en�eit�e d'Eshelby. Les interac-
tions entre les inclusions sont n�eglig�ees. Le tenseur de concentration moyenne de la
phasek est donn�e par :

Ai
k = [ I + Pi

k : (Ci
k � Cm)]� 1 (1.25)

o�u I est le tenseur d'identit�e de quatri�eme ordre etPi
k est le tenseur de Hill (1965) de

la phasek. Des solutions dePi
k sont disponibles pour un certain nombre de formes

d'inclusion et de sym�etries du tenseur d'�elasticit�e de la matrice (Laws, 1985; Eshelby,
1957; Laws, 1975; Hellmich et al., 2004; Mura, 2013).

En remettant le r�esultat ci-dessus dans la relation(1.21), l'estimation du tenseur
d'�elasticit�e homog�ene est obtenue par le sch�ema dilu�e :

CDIL = Cm +
NX

i=1

f i
k(Ci

k � Cm
k ) : [I + Pi

k : (Ci
k � Cm)]� 1 (1.26)
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Par analogie, dans le cas d'une contrainte macroscopique homog�ene� impos�ee �a
la limite du VER. L'estimation du tenseur de souplesse e�ectif s'�ecrit :

SDIL = Sm +
NX

i=1

f i
k(Si

k � Sm
k ) : [I + Qi

k : (Si
k � Sm)]� 1 (1.27)

o�u Qi
k est le tenseur analogue �aPi

k , on note l'identit�e (Bornert et al., 2001) :

Sm : Qi
k + Si

k : Cm = I (1.28)

Sch�ema Mori-Tanaka

Pour prendre en compte l'interaction entre les inclusions, une autre approche
souvent utilis�ee dans la litt�erature, c'est le sch�ema de Mori and Tanaka (1973). Dans
ce sch�ema, les inclusions repr�esentatives de chaque sont encore plong�ees une �a une
dans la matrice in�nie, soumise cette fois �a l'in�ni �a la d�eformation "m (au lieu de la
d�eformation macroscopique"). L'estimation du tenseur d'�elasticit�e e�ectif �a l'aide
du sch�ema de Mori-Tanaka est exprim�ee par la forme :

CMT = Cm +
NX

i=1

f i
k(Ci

k � Cm
k ) : [I + Pi

k : (Ci
k � Cm)]� 1 : Am (1.29)

Dans la forme ci-dessous, les formules des tenseurs de localisation en d�eformation de
la matrice et de la phasek sont d�e�nies comme suit :

Am =
h
f mI +

NX

i=1

f i
k [I + Pi

k : (Ci
k � Cm)]� 1

i � 1
; (1.30)

Ai
k = [ I + Pi

k : (Ci
k � Cm)]� 1 : Am (1.31)

Une d�emarche similaire en contrainte macroscopique impos�ee� aurait conduit au
sch�ema de Mori-Tanaka pour le tenseur des souplesses e�ectivesSMT , donn�ee par la
relation suivante :

SMT = Sm +
NX

i=1

f i
k(Si

k � Sm
k ) : [I + Qi

k : (Si
k � Sm)]� 1 : Bm (1.32)

o�u

Bm =
h
f mI +

NX

i=1

f i
k [I + Qi

k : (Si
k � Sm)]� 1

i � 1
; (1.33)

Bi
k = [ I + Qi

k : (Si
k � Sm)]� 1 : Bm (1.34)

1.5 Contenu du travail de th�ese

Ce travail est pr�esent�e dans ce document en trois chapitres :
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Au chapitre 2, la th�ese se concentre sur le probl�eme de deux �ssures dissym�etriques
en forme d'arc situ�ee le long de l'interface entre une h�et�erog�en�eit�e �elastique circulaire
et une matrice in�nie soumise �a une contrainte uniforme �a l'in�ni (Figure 2.1). Parmi
les di��erentes m�ethodes math�ematiques pour r�esoudre ce probl�eme, nous trouvons
que la m�ethode de potentiels complexes Muskhelishvili (1953) est bien appropri�ee
pour prendre en compte la pr�esence des �ssures. Dans cette m�ethode, les contraintes
et les d�eplacements sont exprim�es en termes de fonctions de variables complexes. Des
contributions importantes �a ce probl�eme ont d�ej�a �et�e rapport�ees dans la litt�erature.
Perlman and Sih (1967); Toya (1974); Prasad and Simha (2003, 2002) ont utilis�e
cette m�ethode pour �etudier le probl�eme des �ssures situ�ees le long de l'interface d'une
inclusion circulaire int�egr�ee dans un solide in�ni. Cependant, ces travaux ont �et�e soit
limit�es �a une seule �ssure ou �a deux �ssures sym�etriques, soit ont donn�e le syst�eme
d'�equations pour le probl�eme multi-�ssures sans la solution �nale. Nous avons �etabli
la solution pour le cas de deux �ssures asym�etriques.

Au chapitre 3, l'expression des facteurs d'intensit�e de contraintes �a l'extr�emit�e des
�ssures est pr�esent�ee. Pour v�eri�er la solution, les facteurs d'intensit�e de contraintes
analytiques pour di��erents valeur d'angles de �ssure dans le cas de la traction
uniaxiale sous des conditions de d�eformation plane ont �et�e compar�es �a la solution
obtenue par la m�ethode num�erique d'extrapolation des sauts de d�eplacements. On
calcule �egalement le taux de restitution d'�energie totale pour la �ssure d'interface. Ce
param�etre est important pour pr�edire la �ssuration des mat�eriaux dans le contexte de
la m�ecanique lin�eaire �elastique de la rupture. Sur la base de la solution obtenue, nous
analysons la propagation de deux �ssures initialement sym�etriques. Nous montrons
que la propagation peut être asym�etrique : la longueur de l'une des �ssures crô�t,
tandis que celle de l'autre reste constante.

Au chapitre 4, �a partir de la solution du probl�eme �el�ementaire d'interaction
inclusion-matrice pr�esent�ee dans le chapitre 2, nous �etablissons la relation g�en�erale
entre la contrainte macroscopique et la d�eformation macroscopique du mat�eriaux
tenant compte l'endommagement dû au d�ecollement partiel �a l'interface entre l'inclu-
sion et la matrice. Ensuite, on pr�esente une loi macroscopique d'endommagement
du mat�eriau h�et�erog�ene de type "inclusion-matrice" soumis �a une traction uniaxiale.
Finalement, on examine l'in
uence de param�etres tels que : fraction volumique des
inclusions, taille des particules et angle initial des �ssures sur la relation constitutive
du mat�eriau.



Chapitre 2

R�esolution du probl�eme
d'interaction inclusion-matrice
avec d�ecollement partiel �a
l'interface

2.1 Introduction

Le chapitre 2 se concentre sur le probl�eme de deux �ssures asym�etriques en forme
d'arc situ�ee le long de l'interface entre une h�et�erog�en�eit�e �elastique circulaire et une
matrice in�nie soumise �a une contrainte uniforme �a l'in�ni (Figure 2.1). Pour r�esoudre
ce probl�eme, nous utilisons la m�ethode de potentiels complexes (Muskhelishvili, 1953).
Dans cette m�ethode, les contraintes et les d�eplacements sont exprim�es en termes
de fonctions de variables complexes. Des contributions importantes �a ce probl�eme
ont d�ej�a �et�e rapport�ees dans la litt�erature. Perlman and Sih (1967); Toya (1974);
Prasad and Simha (2003, 2002) ont utilis�e cette m�ethode pour �etudier le probl�eme
des �ssures situ�ees le long de l'interface d'une inclusion circulaire int�egr�ee dans un
solide in�ni. Cependant, ces travaux ont �et�e soit limit�es �a une seule �ssure ou �a deux
�ssures sym�etriques, soit ont donn�e le syst�eme d'�equations pour le probl�eme multi-
�ssures sans la solution �nale. En fait, le probl�eme de l'interaction entre deux �ssures
asym�etriques �a l'interface inclusion-matrice est une solution g�en�erale prolongeant
deux cas particuliers d�ej�a �etudi�es dans la litt�erature : une seule �ssure (o�u une �ssure
a une longueur nulle) et deux �ssures sym�etriques (o�u deux �ssures ont la même
longueur).

Ce chapitre est organis�e comme suit. Dans la section 2.2, nous pr�esentons la
solution g�en�erale du probl�eme de deux �ssures asym�etriques. Cette solution contient
des constantes d'int�egration. La d�etermination des constantes d'int�egration est
ensuite e�ectu�ee dans la section 2.3. Finalement, la section 2.4 exprime l'expression
de contraintes sur la partie adh�esive et de d�eplacements relatifs sur la partie d�ecoll�ee
de l'interface entre l'inclusion et la matrice.

17
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2.2 Position du probl�eme et forme g�en�erale de la
solution

Consid�erons le probl�eme de deux �ssures de longueurs di��erentes situ�ees le long
de l'interface entre une h�et�erog�en�eit�e �elastique circulaire de rayon a et une matrice
in�nie soumise �a une contrainte uniforme �a l'in�ni (voir �gure 2.1). Les deux �ssures
L1 et L2 sont sym�etriques par rapport �a l'axe horizontal, chacune sous-tend un angle
de 2� i (i = 1; 2). Dans ce qui suit, les domainesS+ et S� d�esignent l'inclusion et
la matrice, respectivement.E1 et � 1 (resp. E2 et � 2) sont le module d'Young et le
coe�cient de Poisson de l'inclusion (resp. la matrice). En�n,La d�esigne la partie
adh�esive de l'interface.

y

S-

x

Inclusion
(�(1  �X1)

Matrice
(�(2  �X2)

O �E1

S+

a

�E2

�Vxy

L2
L1

z2

_

z2
z1

_

z1

�f

�Vxx
�f

�Vyy
�f

�3�D�U�W�L�H���G�p�F�R�O�O�p�H
���3�D�U�W�L�H���D�G�K�p�V�L�Y�H

Figure 2.1 { Deux �ssures dissym�etriques �a l'interface inclusion-matrice sous
contrainte uniforme �a l'in�ni

Pour ce probl�eme, le vecteur contrainte est nul surL1 [ L2, alors que la continuit�e
des contraintes et des d�eplacements est requise surLa. Ces conditions impliquent
que :

(� rr )1 + ( � r� )1 = 0 sur L1 [ L2 (2.1)

(� rr )2 + ( � r� )2 = 0 sur L1 [ L2 (2.2)

(� rr )1 + i( � r� )1 = ( � rr )2 + i( � r� )2 sur Lb (2.3)

(ux )1 + i( uy)1 = ( ux )2 + i( uy)2 sur Lb (2.4)

dans les quelles� rr , � r� d�esignent des composantes (en coordonn�ees polaires) de
contrainte et ux , uy indiquent les composantes (en coordonn�ees cart�esiennes) de
d�eplacement.
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Suivant Prasad and Simha (2002), qui ont �etudi�e le cas de deux �ssures identiques,
nous avons utilis�e la m�ethode des potentiels complexes (Muskhelishvili, 1953; Milne-
Thomson, 1968). Selon la notation de Milne-Thomson (1968), les composantes de
d�eplacement u et de contrainte � dansS+ (ou S� ) peuvent être exprim�ees sous la
forme de deux fonctions analytiquesW et w :

(� rr ) j + ( � r� ) j = Wj (z) + W j (z); (2.5)

2
�
(� rr ) j + i( � r� ) j

�
= Wj (z) + W j (z) � zW

0
j (z) � (z=z)wj (z); (2.6)

4� j
@
@�

�
(ux ) j + i( uy) j

�
= i z

�
� j Wj (z) � W j (z) + zW

0
j (z) + ( z=z)wj (z)

�
; (2.7)

avecj = 1 pour z 2 S+ (l'inclusion) et j = 2 pour z 2 S� (la matrice) et

� j , contraintes planes =
3 � � j

1 + � j
et � j , d�eformations planes = 3 � 4� j : (2.8)

Nous utilisons �egalement les constantes suivantes :

� =
� 1 + � 1� 2

� 2 + � 2� 1
; m =

� 1(1 + � 2)
� 2(1 + � 1)

et � =
ln �
2�

; (2.9)

o�u � j = E j =[2(1 + � j )], j = 1; 2 d�enote le module de cisaillement.
Pour les �ssures circulaires, il est commode d'introduire les fonctions 
j d�e�nies

comme suit (Perlman and Sih, 1967; Prasad and Simha, 2002)


 j (z) = � W j

�
a2

z

�
+

a2

z
W

0
j

�
a2

z

�
+

a2

z2
wj

�
a2

z

�
: (2.10)

En prenant le complexe conjugu�e de(2.10) et rempla�cant a2=z par z, nous obtenons :

wj (z) =
a2

z2

�

 j

�
a2

z

�
+ Wj (z) � zW0

j (z)
�

(2.11)

Puis, en substituant (2.11) dans les �equations (2.6) et (2.7), nous trouvons :

2[(� rr ) j + i( � r� ) j ] = Wj (z) � 
 j

�
a2

z

�
+

�
z2

a2
�

z
z

�
W j (z); (2.12)

4� j
@
@�

[(ux ) j + i( uy) j ] = i z
�
� j Wj (z) + 
 j

�
a2

z

�
�

�
z2

a2
�

z
z

�
W j (z)

�
; (2.13)

En faisant tendrez vers un point aei � de l'interface, les conditions(2.1), (2.2), (2.3)
et (2.4) deviennent :

W +
1 (aei � ) � 
 �

1 (aei � ) = 0 sur L1 [ L2 (2.14)

W �
2 (aei � ) � 
 +

2 (aei � ) = 0 sur L1 [ L2 (2.15)
1
� 1

[� 1W +
1 (aei � ) + 
 �

1 (aei � )] =
1
� 2

[� 2W �
2 (aei � ) + 
 +

2 (aei � )] sur Lb (2.16)

W +
1 (aei � ) � 
 �

1 (aei � ) = W �
2 (aei � ) � 
 +

2 (aei � ) sur Lb (2.17)
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Les exposants + et� dans les fonctionsWj et 
 j , j = 1; 2 d�esignent les valeurs limites
lorsquez ! aei � depuisz 2 S+ (l'inclusion) et z 2 S� (la matrice), respectivement.

Puisque les contraintes et les d�eplacements sont continues �a travers la partie
adh�esive La de l'interface, les �equations(2.16) et (2.17) peuvent être consid�er�ees
comme les conditions de continuit�e deWj (z) et 
 j (z) �a travers La (Perlman and Sih,
1967). Ainsi, W1(z) et 
 1(z) dans les �equations(2.16) et (2.17) peuvent être r�esolus
explicitement en termes deW2(z) et 
 2(z) comme

W1(z) =
� 2 + � 2� 1

� 2(1 + � 1)
W2(z) �

� 2 � � 1

� 2(1 + � 1)

 2(z) (2.18)


 1(z) =
� 1� 2 � � 2� 1

� 2(1 + � 1)
W2(z) +

� 1 + � 2� 1

� 2(1 + � 1)

 2(z) (2.19)

En ins�erant ces deux �equations ci-dessus dans les �equations(2.14) et (2.15), nous
obtenons le probl�eme de Hilbert comme suit :

[W2(aei � ) � 
 2(aei � )]+ + � [W2(aei � ) � 
 2(aei � )]� = 0 sur L1 [ L2 (2.20)

[W2(aei � ) + � 
 2(aei � )]+ � [W2(aei � ) + � 
 2(aei � )]� = 0 sur L1 [ L2 (2.21)

La solution du probl�eme Hilbert nous donne les expressions deW2 et 
 2 (Mus-
khelishvili, 1953). Ensuite, nous substituons les expressions deW2 et 
 2 dans les
�equations (2.18) et (2.19). Nous obtenons les expressions deW1, 
 1, W2 et 
 2 comme
suit :

(1 + � )W1(z) = mQ(z) + � (z)P(z); (2.22)

(1 + � )
 1(z) = mQ(z) � �� (z)P(z); (2.23)

(1 + � )W2(z) = Q(z) + �� (z)P(z); (2.24)

(1 + � )
 2(z) = Q(z) � � (z)P(z); (2.25)

o�u nous introduisons la fonction de Plemelj� (z1 = aei � 1 , z2 = aei( � 2 � � ))

� (z) = ( z � z1)� 1
2 +i � (z � z1)� 1

2 � i � (z � z2)� 1
2 +i � (z � z2)� 1

2 � i � ; (2.26)

et
Q(z) = e0 +

t1

z
+

t2

z2
; P(z) = P2z2 + P1z + P0 +

P� 1

z
+

P� 2

z2
; (2.27)

e0, t1, t2, P� 2; : : : ; P2 sont huit constantes �a d�eterminer. Ceci est discut�e dans la
section 2.3.

2.3 D�etermination des constantes d'int�egration

Les huit constantes d'int�egration e0, t1, t2, P� 2; : : : ; P2 sont obtenue en exprimant :
i. Le comportement �a l'in�ni de W2 et de w2 (4 �equations), ii. L'analyticit�e de W1

et w1 en z = 0 (3 �equations) et iii. La condition d'univocit�e des d�eplacements (1
�equation).
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Comportement �a l'in�ni de W2 et de w2. Suivant Milne-Thomson (1968,
chap.IV,x4.10), ces fonctions se comportent comme suit :

W2(z) = A1 + O
�
z� 2

�
(z ! 1 ); (2.28)

w2(z) = B 1 + O
�
z� 2

�
(z ! 1 ); (2.29)

o�u

2A1 = � 1
xx + � 1

yy et B 1 = � 1
yy � � 1

xx + 2i � 1
xy (2.30)

et � 1 d�enote la contrainte �a l'in�ni.
Dans la pr�esente section, nous utiliserons les d�eveloppements asymptotiques de la

fonction de Plemelj� �a l'in�ni et �a l'origine :

� (z) = z� 2
�
1 + z� 1F21 + O

�
z� 2

��
(z ! 1 ); (2.31)

� (z) = F10
�
1 + zF11 + z2F12

�
+ O

�
z3

�
(z ! 0); (2.32)

o�u les symbolesFij ont �et�e introduits par Prasad and Simha (2002) pour � 1 = � 2.
Quand � 1 6= � 2, nous trouvons :

a2F10 = � exp
�
2� (� 1 + � 2)

�
; (2.33)

aF11 = cos� 1 � cos� 2 + 2�
�
sin� 1 � sin� 2

�
; (2.34)

a2F12 = � 2
�
2 � cos 2� 1 � cos 2� 2 � 4 sin� 1 sin� 2

�

+ 2 �
�
sin 2� 1 + sin 2� 2 � sin(� 1 + � 2)

�

+ 1
2 + 3

4

�
cos 2� 1 + cos 2� 2

�
� cos� 1 cos� 2; (2.35)

a� 1F21 = cos� 1 � cos� 2 � 2�
�
sin� 1 � sin� 2

�
: (2.36)

En introduisant le d�eveloppement asymptotique(2.31) dans l'�equation (2.24) et
en identi�ant avec l'�equation (2.28), nous trouvons :

�P 2 + e0 = (1 + � ) A1 et �P 1 + �F 21P2 + t1 = 0: (2.37)

Ensuite, la combinaison des �equations(2.10), (2.28)et (2.29) fournit le d�eveloppement
suivant de 
 2 en z = 0 :


 2(z) =
a2

z2
B 1 + O(1) (z ! 0); (2.38)

qui, en identi�ant avec l'�equation (2.25), conduit �a :

� F10P� 2 + t2 = (1 + � ) a2B 1 ; (2.39)

F10F11P� 2 + F10P� 1 � t1 = 0: (2.40)

Analyticit�e de W1 et de w1 �a z = 0. Nous exprimons en�n queW1 et w1 doivent
être analytiques enz = 0. En d�eveloppant l'�equation (2.22) et en exprimant que la
puissance n�egative dez doit disparâ�tre, conduit �a :

F10P� 2 + m t2 = 0 et F10F11P� 2 + F10P� 1 + m t1 = 0: (2.41)
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Pour exprimer l'analyticit�e de w1 en z = 0, nous combinons les �equations(2.10)
avec les d�eveloppements asymptotiques des �equations(2.22) et (2.23) en z ! 0 et
z ! 1 , respectivement. On a :

F10F12P� 2 + F10
�
F11P� 1 + P0

�
� � P2 + m

�
e0 + e0

�
= 0; (2.42)

et
�P 1 + �F 21P2 � m t1 = 0: (2.43)

Les �equations (2.37), (2.39), (2.40), (2.41) et (2.43) conduisent ensuite �a :

e0 = (1 + � ) A1 � �P 2; t1 = 0; t2 =
1 + �
1 + m

a2B 1 ; (2.44)

P� 2 = �
m
F10

t2; P� 1 =
m F11

F10
t2; P1 = � F21P2; (2.45)

et on voit qu'il ne reste que deux constantes d'int�egration inconnues, �a savoir :P0 et
P2, qui sont li�ees par l'�equation (2.42)

�
�
1 + 2m

�
< (P2) � i� = (P2) � F10P0 = m

1 + �
1 + m

�
2
�
1 + m

�
A1

+
�
F 2

11 � F12
�
a2B 1

�
; (2.46)

o�u < et = d�esignent les parties r�eelle et imaginaire de leur argument.

Univocit�e des d�eplacements. L'�equation restante est trouv�ee �a partir de la
condition d'uniformit�e des d�eplacements (Perlman and Sih, 1967)

Z

L j

� + (t)
�
P2t2 + P1t + P0 + P� 1t � 1 + P� 2t � 2

�
dt = 0; (2.47)

o�u il est rappel�e que L j (j = 1; 2) d�esigne l'un des deux les �ssures de l'arc, alors
que � + est d�e�ni sur L1 [ L2 comme suit :

� + (aei � ) = lim
r

<
! a�

� + (r ei � ): (2.48)

En s�electionnant la �ssure L1 (situ�ee entre z = ae� i � 1 et z = aei � 1 ) dans l'�equation
(2.47), nous obtenons la condition :

I 2P2 + I 1P1 + I 0P0 + I � 1P� 1 + I � 2P� 2 = 0; (2.49)

o�u

I k = ak
Z � 1

� � 1

cos
�
� ln f 1(� 1; � 2; � ) � k�

�

p
f 2(� 1; � 2; � )

d�; (2.50)

pour k = � 2; � 1; 0; 1; 2, avec

f 1(� 1; � 2; � ) = g1(� 1; � 2; � )=g2(� 1; � 2; � ); (2.51)

f 2(� 1; � 2; � ) = g1(� 1; � 2; � ) g2(� 1; � 2; � ); (2.52)

g1(� 1; � 2; � ) = sin 1
2

�
� 1 � �

�
cos1

2

�
� 2 � �

�
; (2.53)

g2(� 1; � 2; � ) = sin 1
2

�
� 1 + �

�
cos1

2

�
� 2 + �

�
: (2.54)
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Les int�egrales (2.50) sont singuli�eres ; en e�et, lorsque� ! � 1, l'argument du
logarithme tend vers 0 et le num�erateur de l'int�egrande oscille �a une fr�equence qui
crô�t de fa�con exponentielle. A�n de minimiser les erreurs d'arrondis, l'�evaluation
num�erique de ces int�egrales devrait être e�ectu�ee comme suit :i. calculer et stocker
la contribution de chaque oscillation,ii. additionner s�epar�ement les contributions
positives et n�egatives (ordonn�ees par magnitude croissante),iii. additionner la somme
de toutes les contributions positives et la somme de toutes les contributions n�egatives.
En�n, il convient de noter qu'un majorant rigoureux de l'erreur rigoureuse peut être
�a l'aide de r�esultats standards sur les s�eries altern�ees (voir annexe A pour plus de
d�etails).

Cependant, dans le cas pr�esent, la contribution de chaque nouvelle oscillation
diminue de fa�con exponentielle, au point que même la premi�ere oscillation s'annule �a
la pr�ecision de la machine. L'approche rigoureuse d�ecrite ci-dessus s'est donc r�ev�el�ee
super
ue et nous nous sommes repos�es sans plus de pr�ecautions sur la fonction
standard quaddu packagescipy.integrate Python 1 (qui encapsule la biblioth�eque
Fortran QUADPACK) pour calculer les int�egralesI k .

Expression de P2. La r�esolution des �equations(2.46) et (2.49) conduit �nalement
�a

< (P2) =
�

F10
��

F12I 0 � I � 2
�
< (P� 2) +

�
F11I 0 � I � 1

�
< (P� 1)

�

+ 2m
�
1 + �

�
I 0A1

	�
2�mI 0 � F10F21I 1 + �I 0

+ F10I 2
� � 1

(2.55)

= (P2) = � F10
��

F12I 0 � I � 2
�
= (P� 2) +

�
F11I 0 � I � 1

�
= (P� 1)

�

�
�
F10F21I 1 + �I 0 � F10I 2

� � 1
; (2.56)

et P0 est alors d�eduit de l'�equation (2.49).

2.4 Expression de contraintes sur la partie adh�esive
et de d�eplacements relatifs sur la partie d�ecoll�ee
de l'interface

�A partir des �equations (2.6) et (2.10), la traction sur la partie adh�esive de
l'interface peut être exprim�ee comme suit :

2
�
(� rr )1 + i( � r� )1

�
(aei � ) = W +

1 (aei � ) � 
 �
1 (aei � ); (2.57)

o�u � 1 < � < � � � 2 (ou � � + � 2 < � < � � 1). En substituant dans l'�equation (2.57)
les expressions(2.22) et (2.23) des potentiels complexesW1 et 
 1 et en utilisant la
continuit�e de P, Q et � (sur la partie adh�esive de l'interface), on trouve l'expression
des contraintes :

� rr + i � r� = 1
2 � + (aei � )P(aei � ): (2.58)

1. https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/integrate.html , consult�e
pour la derni�ere fois le 17-05-2019.

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/integrate.html
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o�u

� + (aei � ) = � i
exp[� (� 1 + � 2) � i( � ln f 3(� 1; � 2; � ) + � )]

4a2
p

f 4(� 1; � 2; � )
; (� 1 < � < � � � 2); (2.59)

� + (aei � ) = i
exp[� (� 1 + � 2) � i( � ln f 3(� 1; � 2; � ) + � )]

4a2
p

f 4(� 1; � 2; � )
; (� � + � 2 < � < � � 1):

(2.60)

avec

f 3(� 1; � 2; � ) = � f 1(� 1; � 2; � ); (2.61)

f 4(� 1; � 2; � ) = � f 2(� 1; � 2; � ): (2.62)

De même, nous pouvons d�eduire les d�eplacements relatifs de deux l�evres de la
�ssure, � ui (aei � ) = ( ui )2(aei � ) � (ui )1(aei � ) ( i = x; y) �a partir de l'�equation (2.13)
comme suit :

4
@
@�

[�( ux )+i�( uy)](aei � ) = i aei � f 1
� 2

[� 2W �
2 (aei � )+
 +

2 (aei � )]� 1
� 1

[� 1W +
1 (aei � )+
 �

1 (aei � )]g;

(2.63)
o�u � � 1 < � < � 1 (ou � � � 2 < j� j < � ). Pour exprimer les d�eplacements relatifs
� (ui )(aei � ) sur la partie d�ecoll�ee de l'interface, nous combinons l'�equation(2.59)
avec les expressions(2.22), (2.23), (2.24) et (2.25) des potentiels complexesWj

et 
 j . Ensuite, nous utilisons la discontinuit�e de� �a travers l'interface �ssur�ee,
� + (aei � ) = � �� � (aei � ) (la fonction � est la solution de l'�equation homog�ene associ�ee
�a (2.20)). Nous obtenons :

4(1 + � )[�( ux ) + i�( uy)](aei � ) = � iaei � (c1 + c2)

�Z

� 1

� + (aei � )P(aei � )d�: (2.64)

o�u cj = ( � j + 1) =� j (j = 1; 2) et

� + (aei � ) = �
exp[� (� 1 + � 2 + � ) � i( � ln f 1(� 1; � 2; � ) + � )]

4a2
p

f 2(� 1; � 2; � )
; (� � 1 < � < � 1);

(2.65)

� + (aei � ) =
exp[� (� 1 + � 2 + � ) � i( � ln f 1(� 1; � 2; � ) + � )]

4a2
p

f 2(� 1; � 2; � )
; (� � � 2 < j� j < � ):

(2.66)

2.5 Conclusions

Ce chapitre porte principalement sur le probl�eme de deux �ssures asym�etriques
en forme d'arc situ�ee le long de l'interface entre une inclusion �elastique circulaire et
une matrice in�nie soumises �a une contrainte uniforme �a l'in�ni. En fait, ce probl�eme
d'interaction de deux �ssures asym�etriques �a l'interface inclusion-matrice est une
solution g�en�erale prolongeant deux cas particuliers d�ej�a �etudi�es dans la litt�erature :
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une seule �ssure (o�u une �ssure a une longueur nulle) et deux �ssures sym�etriques
(o�u deux �ssures ont la même longueur). La solution obtenue n�ecessite l'int�egration
num�erique des int�egrales montr�ees en �equation(2.50). Cependant, les m�ethodes
d'int�egration num�erique standard permettent de fournir des estimations pr�ecises de
ces int�egrales sans pr�ecaution suppl�ementaire.

Dans le chapitre 3, l'expression(2.58) des contraintes sont utilis�es pour exprimer
les facteurs d'intensit�e de contraintes, desquels le taux de restitution d'�energie est
ensuite d�eduit. Ce dernier est un �el�ement important pour l'analyse de la propagation
de la �ssure. De plus, les r�esultats ci-dessus sont la base de la construction d'une loi
macroscopique d'endommagement des mat�eriaux de type "inclusion-matrice" tenant
compte de la pr�esence des �ssures �a l'interface. Ceci est �etudi�e dans le chapitre 4.



Chapitre 3

Propagation des �ssures
d'interface

3.1 Introduction

Dans la cadre de la m�ecanique lin�eaire de la rupture, le chapitre 3 concerne la
propagation des �ssures le long de l'interface entre l'inclusion circulaire et la matrice
in�nie du probl�eme de deux �ssures asym�etriques mentionn�e dans le chapitre 2.

Dans la section 3.2, l'expression du facteur d'intensit�e de contraintes complexe �a
l'extr�emit�e d'une �ssure est pr�esent�ee. A cause de la solution oscillatoire du champ
de d�eplacement, qui implique une zone d'interp�en�etration en pointe de la �ssure,
l'estimation de la gamme dans laquelle la solution est valable pour analyser la propa-
gation des �ssures est �etudi�e dans la section 3.3. Ensuite, la section 3.4 est consacr�ee
�a la v�eri�cation de la solution analytique. Les facteurs d'intensit�e de contraintes
analytiques pour di��erents valeur des angles de �ssures dans le cas de la traction
uniaxiale sous des conditions de d�eformation plane ont �et�e compar�es �a la solution
obtenue par la m�ethode num�erique d'extrapolation des sauts de d�eplacements. Dans
la section 3.5, nous montrerons quelques r�esultats concernant le taux de restitution
d'�energie pour di��erentes con�gurations des deux �ssures. En tant qu'application, en
utilisant des arguments bas�es sur le crit�ere de l'�energie, la section 3.6 aborde en�n la
propagation sym�etrique par rapport �a la propagation asym�etrique de deux �ssures
interfaciales initialement sym�etriques.

3.2 Facteur d'intensit�e de contraintes complexe

La solution analytique pour une �ssure d'interface plane entre deux mat�eriaux
isotropes �elastiques a �et�e obtenue par Williams (1959) qui a trouv�e les contraintes le
long de la partie adh�esive de l'interface et les d�eplacements relatifs de deux l�evres de
la �ssure, � ui (s) = ui (s; ' = � ) � ui (s; ' = � � ). Suivant cette solution, l'expression
asymptotique des contraintes et des d�eplacements relatifs lorsques ! 0 (s est la

26
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distance du point courant �a la pointe de la �ssure) est la suivante :

� nn (s; ' = 0) + i � nt (s; ' = 0) =
K

p
2�

si � � 1=2; (3.1)

� un (s) + i� ut (s) =
8

�
1 + 2i �

�
cosh(�� )E �

K
p

2�
si � +1 =2; (3.2)

o�u s et ' sont les coordonn�ees polaires de pôle �a la pointe de la �ssure (le pôle �etant
plac�e �a la pointe de la �ssure, comme illustr�e sur la �gure 3.1, gauche) et 2=E� =
1=E�

1 + 1=E�
2 (E �

j = E j pour les probl�emes de contrainte plane,E �
j = E j =(1 � � 2

j )
pour les probl�emes de d�eformation plane).

Dans les expressions ci-dessus,K indique le facteur d'intensit�e de contraintes
complexe, dont les dimensions physiques sont "peu intuitives" :MPa � m1=2� i� . Il est
d'usage de d�e�nir les facteurs d'intensit�e de contraintesK I et K II au sens classique
(avec les dimensions physiques :MPa �

p
m) par l'introduction d'une longueur de

r�ef�erence suppl�ementaire ` (Rice, 1988)

K I + i K II = ` i � K: (3.3)

La s�election d'une valeur appropri�ee pour la longueur de r�ef�erencè est g�en�eralement
une tâche di�cile pour laquelle il n'existe pas de m�ethodologie claire. Cependant,
pour la pr�esente �etude, ` peut être choisi arbitrairement. En e�et, dans la section 3.4,
nous comparons les valeurs analytiques deK I et de K II avec des estimations par
�el�ements �nis ; pour les besoins de cette comparaison,` peut être consid�er�ee comme
une constante de normalisation. Ensuite, dans les sections 3.5 et 3.6, notre analyse
de la propagation des �ssures est bas�ee sur le taux de restitution d'�energieG et la
t�enacit�e interfaciale Gc. Ni le taux de restitution d'�energie [voir l'�equation (3.10)],
ni la t�enacit�e interfaciale (suppos�ee constante) ne d�ependent dè . Nous avons donc
choisi arbitrairement ` = a dans le reste de ce chapitre.

Les d�eveloppements asymptotiques(3.1) et (3.2) restent valables pour des �ssures
courbes. Dans le cas pr�esent,� nn et � nt peuvent être reli�es �a � rr et �a � r� dans
l'�equation (2.58) comme suit (voir �gure 3.1, �a droite) :

� nn + i � nt = � rr � i� r� : (3.4)

�M

n

t

n

t

Pointe de fissure

s

Pointe
de fissure

Figure 3.1 { Le syst�eme de coordonn�ees locales (n; t) �a la pointe de la �ssure
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Ensuite, le facteur d'intensit�e de contraintes complexeK �a la pointe de la �ssure
z1 = aei � 1 est obtenu �a partir d'un d�eveloppement asymptotique de� (aei � ) dans
l'�equation (2.58), quand � >! � 1 :

ai" K = K I � iK II

=
� i

p
2� exp

�
� (� 1 + � 2) � i( � + � 1)

�
P(aei � 1 )

4a
q

2asin� 1 cos1
2

�
� 1 + � 2

�
cos1

2

�
� 1 � � 2

� ; (3.5a)

o�u

 = ln
cos1

2

�
� 1 � � 2

�

2 sin� 1 cos1
2

�
� 1 + � 2

� : (3.5b)

Il est facile de v�eri�er que l'on retrouve les r�esultats de Prasad and Simha (2003)
(une seule �ssure) et de Il est facile de v�eri�er que l'on retrouve les r�esultats de
Prasad and Simha (2003) (une seule �ssure) et de Prasad and Simha (2002) (deux
�ssures identiques) en prenant successivement� 2 = 0 et � 2 = � 1 = � 0 dans l'�equation
(3.5).

3.3 Domaine de validit�e de la solution

En raison du facteursi � de l'�equation (3.2), le saut de d�eplacement entre les deux
l�evres de la �ssure pr�esente un caract�ere oscillant, ce qui conduit �a un chevauchement
des surfaces sup�erieure et inf�erieure de la �ssure lorsque l'on approche de la pointe
de �ssure. Ceci est physiquement irr�ealiste et la solution �elastique lin�eaire pr�esent�ee
ci-dessus devrait en toute rigueur être remplac�ee par une solution non lin�eaire tenant
compte du contact (Comninou, 1977, 1978). Cependant, comme l'a expliqu�e Rice
(1988), la solution �elastique lin�eaire permet d'obtenir une approximation acceptable
de la solution vraie si la taille de la zone de contact reste petite par rapport �a la
longueur totale de la �ssure.

Soit sc la taille de la zone de contact ; c'est la plus grande valeur des telle que
� un (s) = 0 et

sc � 2a� 1 (3.6)

(la zone de contact doit être plus courte que la �ssure). On peut facilement trouver
que sc maximise, sous la contrainte(3.6), la quantit�e suivante Sun and Qian (1997)

sc = exp

"
1
�

(

tan� 1

 
< (K) + 2 � = (K)
= (K) � 2� < (K)

!

+ n�

)#

; (3.7)

pour n = : : : ; � 2; � 1; 0; 1; 2; : : :. L'expression ci-dessus ne d�epend pas de la longueur
de r�ef�erence `, comme le souligne le fait que nous avons utilis�e le facteur d'intensit�e
de contraintes complexeK pour exprimer cette valeur plutôt queK I et K II .

Dans le cas d'une inclusion raide, soumise �a une contrainte uniaxiale �a l'in�ni le
long de l'axe 0x, nous avons trac�esc dans la Figure 3.2 pour divers les valeurs de
� 1 et � 2 (pour chaque courbe,� 2 est �xe, alors que� 1 varie). Cette �gure montre
clairement que l'�etendue de la zone de contact reste n�egligeable pour des valeurs de� 1
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allant jusqu'�a environ 55� . En cons�equence, on supposera toujours dans la suite de ce
chapitre que les �ssures sont telles que� 1; � 2 � 55� , de sorte que la solution �elastique
lin�eaire d�eduite ci-dessus est une excellente approximation de la vraie solution.

0 10 20 30 40 50 60 70
� 1

0:000

0:002

0:004
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0:008

0:010
s c

=(
2a

� 1
)

� 2 = 0�

� 2 = 20�

� 2 = 40�

� 2 = 60�

� 2 = 80�

� 2 = � 1

Figure 3.2 { Taille de la zone de contactsc pour une inclusion raide soumise �a une
contrainte distante uniaxiale le long de l'axe 0x.

3.4 Comparaison avec une analyse par �el�ements
�nis

Nous avons e�ectu�e une analyse par �el�ements �nis du probl�eme ci-dessus avec
di��erentes con�gurations des deux �ssures a�n de v�eri�er la coh�erence de nos r�esultats
analytiques. Nous avons utilis�e le code d'�el�ements �nisPorofis (Pouya, 2015) pour
e�ectuer des simulations en d�eformations planes.

Le mod�ele est repr�esent�e sur la �gure 3.3. A�n de minimiser les e�ets de bord, nous
avons s�electionn�e un domaine de grande tailleH = 40a. Les contraintes uniaxiales
� xx = � 1

xx sont appliqu�ees aux bords gauche et droit de ce domaine tandis que les
bords sup�erieur et inf�erieur sont libres. Nous avons utilis�e des �el�ements lin�eaires �a trois
n�uds avec un maillage �n (maillage � 0:001a pr�es de l'interface entre l'inclusion et
la matrice ; maillage' 10� 5a pr�es des pointes des �ssures). Diverses g�eom�etries de
�ssures ont �et�e prises en compte (chacune donnant lieu �a un maillage di��erent) :

1. une seule �ssure, c.-�a-d.� 2 = 0 et � 1 = 5 � ; 10� ; 15� ; : : : ; 55� ,
2. deux �ssures sym�etriques, c.-�a-d.� 1 = � 2 = 5 � ; 10� ; 15� ; : : : ; 55� ,
3. deux �ssures asym�etriques :� 2 = 30� et � 1 = 5 � ; 10� ; 15� ; : : : ; 55� ,

�gure 3.4 montre le maillage utilis�e pour � 1 = 40� et � 2 = 30� . Pour chaque g�eom�etrie,
les facteurs d'intensit�e de contraintes sont estim�es pour les di��erentes combinaisons
de propri�et�es du mat�eriau :
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1. E1 = E2 et � 1 = � 2 = 0:25 (cas homog�ene),

2. E1 = 10E2, � 1 = 0:2 et � 2 = 0:3 (inclusion raide),

3. E2 = 10E1, � 1 = 0:2 et � 2 = 0:3 (inclusion souple).

S-

O �E1
S+

a

�E2Uy = 0

Ux = 0

Ux = 0

H = 40a

H
 =

 40a

y

x

�Vxx
�f

�3�D�U�W�L�H���I�L�V�V�X�U�p�H
���3�D�U�W�L�H���F�R�O�O�p�H

Figure 3.3 { G�eom�etrie des simulations num�eriques d�ecrites dans la section 3.4.

Inclusion

Matrice

Pointe
de fissure

Figure 3.4 { Exemple de maillage triangulaire non structur�e de 143514 �el�ements
pour le cas asym�etrique� 1 = 40� and � 2 = 30� .

Nous avons estim�e les facteurs d'intensit�e de contraintesK I et K II �a partir des
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quantit�es QI (s) et QII (s) d�e�nies comme suit [voir l'�equation (3.2)] :

QI + i QII =
1 + 2i�

8

p
2�E � cosh(�� )

�
a
s

� i � �
� un + i� ut

�
; (3.8)

o�u � un(s) et � ut (s) d�esignent les composantes normale et tangentielle de la dis-
continuit�e de d�eplacement (s : longueur d'arc �a partir de la pointe de �ssure), qui
sont des sorties du code num�erique. Quands ! 0, cette quantit�e doit se comporter
comme suit

QI + i QII �
�
K I + i K II

� p
s; s ! 0: (3.9)

La �gure 3.5 repr�esente les valeurs nodales deQI et de QII en fonction de
p

s.
Comme pr�evu, les deux quantit�es varient quasi-lin�eairement avec

p
s, ce qui permet

de calculerK I et K II par r�egression lin�eaire. Pour ce faire, nous avons s�electionn�e
des n�uds qui ne sont pas trop proches de la pointe de la �ssure (o�u la qualit�e de
l'ajustement se d�egrade, �a cause de la singularit�e) et pas trop �eloign�es de la pointe de
�ssure [o�u le comportement asymptotique(3.9) ne tient plus]. Nous avons constat�e
que l'intervalle 0:03 �

p
s=a� 0:06 donnait un ajustement satisfaisant pour tous les

cas consid�er�es ici.
Les �gures 3.6 �a 3.14 montrent un bon accord entre les facteurs d'intensit�e de

contraintes ainsi estim�es et la formule analytique(3.5) pour toute la gamme de
(� 1; � 2) list�ees ci-dessus.
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Figure 3.5 { R�egression lin�eaire des quantit�es num�eriquesQI et QII , qui doivent
se comporter de mani�ere lin�eaire par rapport �a

p
s. La qualit�e de l'ajustement se

d�egrade pour les n�uds trop proches ou trop �eloign�es de la pointe de la �ssure. Par
cons�equent, seuls les n�uds situ�es dans la zone ombr�ee sont utilis�es pour e�ectuer la
r�egression lin�eaire. (inclusion raide,� 1 = 40� , � 2 = 30� )
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Figure 3.6 { K I et K II en fonction de� 1 (une �ssure, cas homog�ene).

Figure 3.7 { K I et K II en fonction de� 1 (une �ssure, inclusion raide).



Chapitre 3. Propagation des �ssures d'interface 33

Figure 3.8 { K I et K II en fonction de� 1 (une �ssure, inclusion souple).

Figure 3.9 { K I et K II en fonction de� 1 (deux �ssures sym�etriques, cas homog�ene).
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Figure 3.10 { K I et K II en fonction de� 1 (deux �ssures sym�etriques, inclusion
raide).

Figure 3.11 { K I et K II en fonction de� 1 (deux �ssures sym�etriques, inclusion
souple).
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Figure 3.12 { K I et K II en fonction de� 1 (deux �ssures asym�etriques,� 2 = 30� ,
cas homog�ene).

Figure 3.13 { K I et K II en fonction de� 1 (deux �ssures asym�etriques,� 2 = 30� ,
inclusion raide).
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Figure 3.14 { K I et K II en fonction de� 1 (deux �ssures asym�etriques,� 2 = 30� ,
inclusion souple).

3.5 Taux de restitution d'�energie

Suivant Sun and Jin (2012), nous consid�erons un crit�ere de propagation de �ssure
bas�e sur le taux de restitution d'�energie. Le taux de restitution d'�energie d'une
�ssure d'interface peut être reli�e au facteur d'intensit�e de contraintes complexe via
l'extension suivante de la formule d'Irwin (Malyshev and Salganik, 1965) :

G =
1

E �

KK
cosh2(�� )

: (3.10)
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Figure 3.15 { Taux de restitution d'�energie normalis�e (inclusion raide, contrainte
uniaxiale �a l'in�ni).

La �gure 3.15 repr�esente, pour une inclusion raide sous la contrainte uniaxiale �a
l'in�ni � 1

xx , le taux de restitution d'�energie �a la pointe z1 = e i � 1 . Pour chaque courbe
en trait plein dans cette �gure, � 2 est �xe, tandis que � 1 varie de 0� �a 60� . La ligne
en pointill�e fait r�ef�erence au taux de restitution d'�energie pour le cas de deux �ssures
sym�etriques � 1 = � 2.

Le graphique� 2 = 0 � correspond aux r�esultats de Toya (1974) (une seule �ssure).
L'observation de la �gure 3.15 montre que le taux de restitution d'�energie est une
fonction d�ecroissante de� 2 (� 1 �etant �xe). Cela peut s'expliquer par le fait que, pour
la même contrainte appliqu�ee �a l'in�ni, une valeur sup�erieure de� 2 diminue l'intensit�e
de contraintes �a la pointez1. Notons que les mêmes tendances sont observ�ees pour
les cas d'inclusion homog�ene et d'inclusion souple.

3.6 Discussion : propagation sym�etrique ou asy-
m�etrique

Dans cette section, nous proposons une application simple des r�esultats analytiques
pr�ec�edentes. Nous consid�erons une inclusion circulaire partiellement d�ecoll�ee, comme
illustr�e dans la �gure 3.1, avec � 1 = � 2 = � 0 (con�guration initialement sym�etrique).
Il est soulign�e que nous ne supposons pas forc�ement que le d�ecollement de� 1 = � 2 = 0
�a � 1 = � 2 = � 0 > 0 a eu lieu par un processus de nucl�eation/propagation de �ssure.
Nous supposons plutôt que l'�echantillon a �et�e cr�e�e avec une interface partiellement
coll�ee et nous �ecartons par cons�equent toute discussion concernant la stabilit�e de
propagation des �ssures entre� i = 0 et � i = � 0. Quoi qu'il en soit, cet exemple se
prête �a une analyse int�eressante, �a savoir la discussion de la stabilit�e de la propagation
au-del�a de cet �etat pr�e-�ssur�e.
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Cette �etude contient deux sections. La section 3.6.1 a pour but la discussion
du mode de propagation. Il convient de mentionner que cette analyse se limite au
d�ebut de la propagation des �ssures interfaciales. Ensuite, a�n d'�etudier la courbe
d'�equilibre compl�ete au-del�a de la charge critique, il nous faudrait d�eterminer si la
propagation est stable ou instable. Ceci est �etudi�e dans la section 3.6.2.

3.6.1 D�emarrage de la propagation

Cette partie a pour but la discussion du mode de propagation. Il convient de
mentionner que cette analyse se limite au d�ebut de la propagation des �ssures
interfaciales. L'inclusion est soumise �a une traction uniaxiale �a l'in�ni � 1

xx dans la
direction 0x (Figure 3.16). Lorsque le chargement atteint une valeur critique� 1

xx = � c,
les �ssuresL1 et L2 commencent �a se propager. En introduisant les incr�ements�� 1 et
�� 2 des angles de �ssure, des consid�erations hâtives de sym�etrie pourraient surg�erer
que �� 1 = �� 2. L'analyse propos�ee ci-dessous montre qu'en r�ealit�e la situation peut
être plus complexe, avec deux r�esultats possibles :i. la propagation sym�etrique
(�� 1 = �� 2 > 0) et la propagation asym�etrique (�� 1 > 0 et �� 2 = 0, ou �� 2 > 0 et
�� 1 = 0) o�u une seule �ssure se propage.

Notre discussion est bas�ee sur des arguments �energiques, sous les hypoth�eses
suivantes :

1. Le mode de propagation s�electionn�e minimise l'�energie totale n�ecessaire �a
la cr�eation d'une longueur totale de �ssure prescrite, comme indiqu�e par ex.
(Gri�th, 1921; Erdogan and Sih, 1963) (voir Annexe B pour plus de d�etails).

2. La bifurcation des �ssures dans la matrice ou l'inclusion n'est pas prise en
compte.

3. Les deux �ssures se propagent sym�etriquement par rapport �a l'axe 0x.

4. La valeur critique Gc est suppos�ee constante.

Il est �a noter que l'hypoth�ese 3 est une hypoth�ese assez forte pour laquelle
nous n'avons pas de justi�cation th�eorique. Cependant, nos simulations num�eriques
semblent con�rmer que la sym�etrie sera d'abord bris�ee autour de l'axe 0y plutôt que
de l'axe 0x, comme nous pouvons le comprendre intuitivement.

Figure 3.16 { Discussion du mode de propagation des �ssures.

L'�energie totale � du syst�eme, �a minimiser selon l'hypoth�ese 1, est la somme de
l'�energie potentielle Wp et de l'�energie dissip�eeWs. En raison de l'hypoth�ese 4, nous
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avonsWs(� 1; � 2) = 2 a(� 1 + � 2) Gc, et

�( � 1; � 2) = Wp(� 1; � 2) + 2 a(� 1 + � 2) Gc: (3.11)

�A partir d'une con�guration initiale ( � 1; � 2), une propagation aura lieu si une
con�guration proche (� 1 + �� 1; � 2 + �� 2) telle que �( � 1 + �� 1; � 2 + �� 2) < �( � 1; � 2)
peuvent être expos�es avec�� i � 0 (i = 1; 2). Puisque nous explorons uniquement les
�etats voisins, l'�energie � peut être d�evelopp�ee au voisinage de l'�etat initial ( � 1; � 2) :

�( � 1 + �� 1; � 2 + �� 2) ' �( � 1; � 2) +
@Wp

@�1
�� 1 +

@Wp

@�2
�� 2 + 2a(�� 1 + �� 2)Gc

+
@2Wp

@�21

�� 2
1

2
+

@2Wp

@�1@�2
�� 1�� 2 +

@2Wp

@�22

�� 2
2

2
; (3.12)

o�u les d�eriv�ees de Wp sont �evalu�ees �a � 1; � 2. En introduisant du taux de restitution de
l'�energie Gi (� 1; � 2), ( i = 1; 2) aux extr�emit�es de la �ssure L i , nous avons la relation
classique

Gi (� 1; � 2) = �
1
2a

@Wp

@�i
; (3.13)

o�u l'hypoth�ese 3 a �et�e utilis�ee (ce qui explique le facteur 2 dans l'�equation ci-dessus).
En combinant les �equations (3.12) et (3.13), on trouve

�( � 1 + �� 1; � 2 + �� 2) ' �( � 1; � 2)

+ 2a
�
Gc � G1

�
�� 1 + 2a

�
Gc � G2

�
�� 2

� a
@G1
@�1

�� 2
1 � 2a

@G1
@�2

�� 1�� 2 � a
@G2
@�2

�� 2
2; (3.14)

ce qui montre que la propagation ne peut se produire que siG1 = Gc ou G2 = Gc.
Dans le cas pr�esent,� 1 = � 2 = � 0, ce qui signi�e que

G1 = G2 = Gc et
@G1
@�1

=
@G2
@�2

(� 1 = � 2 = � 0) (3.15)

au d�ebut de la propagation. En partant de l'�equation (3.14), on a alors

�( � 0 + �� 1; � 0 + �� 2) ' �( � 0; � 0) � a
�
�� 2

1 + �� 2
2

� @G1
@�1

�
�
�
�
� 1= � 2= � 0

� 2a�� 1�� 2
@G1
@�2

�
�
�
�
� 1= � 2= � 0

: (3.16)

Selon l'hypoth�ese 1, le mode de propagation est tel que la diminution d'�energie est
maximis�ee, la longueur totale des �ssures cr�e�ees �etant prescrite. En d'autres termes,
si on prend en compte la longueur totale de propagation�� , on consid�ere les modes
de propagation de la forme suivante

�� 1 = ���; �� 2 = (1 � � ) ��; (3.17)
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o�u 0 � � � 1, et minimise �( � 0 + ���; � 0 + (1 � � ) �� ) par rapport �a � . �A partir des
�equations (3.16) et (3.17),

�( � 0 + ���; � 0 + (1 � � ) �� ) ' �( � 0; � 0) � a�� 2 @G1
@�1

�
�
�
�
� 1= � 2= � 0

+ 2a�
�
1 � �

�
	( � 0)�� 2; (3.18)

o�u 	( � 0) =
@G1
@�1

�
�
�
�
� 1= � 2= � 0

�
@G1
@�2

�
�
�
�
� 1= � 2= � 0

: (3.19)

La minimisation de la quantit�e ci-dessus par rapport �a � est simple et nous
obtenons

| si 	( � 0) < 0 alors � = 1
2 : la propagation est sym�etrique,

| si 	( � 0) > 0 alors � = 0 ou � = 1 : la propagation est asym�etrique.

Pour illustrer la discussion ci-dessus, nous consid�erons le cas d'une inclusion raide
(voir la section 3.4), avec� 0 = 30� . La matrice est soumise �a une contrainte uniaxiale
�a l'in�ni � 1

xx , et le taux de restitution d'�energie G1 peut être exprim�e comme suit :

Gi = ( � 1
xx )2aĜi (� 1; � 2): (3.20)

De même,

	( � 0) = ( � 1
xx )2a	̂( � 0) with 	̂( � 0) =

@Ĝ1

@�1

�
�
�
�
� 1= � 2= � 0

�
@Ĝ1

@�2

�
�
�
�
� 1= � 2= � 0

: (3.21)

Nous avons trouv�e num�eriquement que dans ce caŝ	 (� 0) = 0 :00176 > 0. Par
cons�equent, la propagation est asym�etrique. Il convient de noter que, malgr�e nos
investigations num�eriques approfondies, nous n'avons pas �et�e en mesure de produire
un cas pour lequel une propagation sym�etrique se produirait. Cela pourrait être li�e �a
l'hypoth�ese 4, qui pourrait être une simpli�cation excessive (Hutchinson and Suo,
1991).

Pour fermer cette discussion, il convient de mentionner que cette analyse se limite
au d�ebut de la propagation des �ssures interfaciales,sous chargement constant. En
pratique, le chargement appliqu�ee �a l'in�ni est variable. Autrement dit, la variation de
l'�energie totale provient �a la fois de la variation du chargement et de celle des angles
des �ssures. Cependant, en utilisant la principe des puissances virtuelles, on peut
montrer que la d�eriv�ee de l'�energie totale par rapport au chargement (�a g�eom�etrie
�xe) est nulle (Leblond and Germain, 2003, chap.2,x2.2). Donc, il est raisonnable
d'�ecarter la variation du chargement de l'analyse pr�ec�edente.

3.6.2 Arrêt et red�emarrage de la propagation

Lors du d�emarrage de la propagation des �ssures,G1 = G2 = Gc, le mode de
propagation d�epend donc du signe de 	(� 0). Apr�es le d�emarrage de la �ssure, plusieurs
sc�enarios de propagation peuvent se produire en fonction du taux de restitution de
l'�energie :
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| Si 	( � 0) < 0 :

� @G1
@�1

�
�
� 1= � 2= � 0

+ @G1
@�2

�
�
� 1= � 2= � 0

< 0 : la propagation est sym�etrique et stable,

� @G1
@�1

�
�
� 1= � 2= � 0

+ @G1
@�2

�
�
� 1= � 2= � 0

> 0 : la propagation est sym�etrique et instable.

| Si 	( � 0) > 0 :

� @G1
@�1

�
�
� 1= � 2= � 0

< 0 : la propagation est asym�etrique et stable,

� @G1
@�1

�
�
� 1= � 2= � 0

> 0 : la propagation est asym�etrique et instable.

En cas de propagation stable, une augmentation de la charge est n�ecessaire pour
que la �ssure puisse crô�tre, alors qu'une propagation instable de la �ssure est obtenue
sans augmentation de la charge. Lors du d�emarrage de la �ssure, la stabilit�e de la
propagation d�epend du signe de@G1

@�1
(ou @G1

@�1
+ @G1

@�2
) dans le cas d'une propagation

asym�etrique (ou sym�etrique), c'est-�a-dire du sens d'�evolution du taux de restitution
d'�energie.

Figure 3.17 { Taux de restitution d'�energie G1, G2 apr�es le d�emarrage de la
propagation des �ssures (inclusion raide, contrainte uniaxiale �a l'in�ni).

Revenons �a l'exemple de la section ci-dessus en ajoutant des donn�ees d'entr�ee
n�ecessaires :Gc = 10 Jm� 2, a = 10� 5 � m. Le chargement critique� c est d�etermin�e �a

partir de l'�equation (3.20), � c =
q

Gc=aĜ1(� 1; � 2) = 0:89MPa. La propagation des
�ssures commence d�es que� 1

xx = � c (le point A). Comme soulign�e dans l'exemple
ci-dessus, la �ssure se propage de fa�con asym�etrique car 	(� 0) > 0. Il est donc
suppos�e que la �ssureL1 se propage alors que la �ssureL2 reste constante. La Figure
3.17 exprime l'�evolution de G1 et G2 en fonction de� 1 sous une valeur �xe de� 2

(� 2 = � 0 = 30� ). Cette �gure montre le cas d'une variation croissante deG1 apr�es
le d�emarrage, ce qui entrâ�ne une propagation instable de la �ssure. La �ssure se
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propage brutalement jusqu'�a un angle� 1 = � e satisfaisantG1(� e; � 0) = Gc. Suivant la
Figure 3.17, la longueur de la �ssureL2 reste toujours constante carG2(� e; � 0) < G c.

De plus, si on continue �a augmenter le chargement �a l'in�ni (� 1
xx > � c), on

montre deux points int�eressantes :i. il n'y a que la �ssure L1 qui se propage car
G2(� e; � 0) < G 1(� e; � 0), ii. la propagation de la �ssureL1 devient lente et progressive
avec le chargement (@G1

@�1

�
�
� 1= � e;� 2= � 0

< 0). Autrement dit, une fois que la con�guration
devient asym�etrique, les �ssures ont tendance �a augmenter l'asym�etrie.

3.7 Conclusions

Ce chapitre a pour objectif d'�etudier la propagation des �ssures �a l'interface entre
l'inclusion et la matrice in�nie du probl�eme de deux �ssures asym�etriques sous une
contrainte uniforme �a l'in�ni.

Suivant l'expression asymptotique des contraintes et des d�eplacements relatifs
au voisinage de la pointe de la �ssure, nous avons obtenu le facteur d'intensit�e
de contraintes complexeK �a la pointe z1 = aei � 1 . L'analyse par �el�ements �nis du
probl�eme de deux �ssures asym�etriques est e�ectu�ee avec di��erentes con�gurations
des deux �ssures a�n de v�eri�er la coh�erence de nos r�esultats analytiques. Il est �a
noter que le maillage est su�samment ra�n�e au niveau des pointe de �ssures a�n
d'obtenir une bonne pr�ecision des r�esultats des simulations num�eriques. Nous avons
montr�e un bon accord entre les facteurs d'intensit�e de contraintes ainsi estim�es et
la formule analytique pour di��erents valeurs de � 1 et � 2. Puis, l'expression du taux
de restitution de l'�energie est d�eriv�ee du facteur d'intensit�e de contraintes complexe
via l'extension de la formule d'Irwin. En e�et, le taux de restitution d'�energie est un
param�etre important pour pr�edire la �ssuration des mat�eriaux dans le contexte de la
m�ecanique lin�eaire �elastique de la rupture.

En appliquant des r�esultants analytiques, nous discutons de la propagation de deux
�ssures initialement identiques. Lorsque le chargement �a l'in�ni atteint une valeur
critique, les deux �ssures commencent �a se propager. Deux r�esultats sont possibles
apr�es le d�emarrage : la propagation sym�etrique (les deux �ssures se propagent �a
l'identique) et la propagation asym�etrique (une �ssure se propage pendant que l'autre
est arrêt�ee). Nous avons montr�e que la propagation asym�etrique des �ssures est
parfois plus favorable que la propagation sym�etrique. Puis, il est int�eressant de noter
que une fois que la con�guration devient asym�etrique, les �ssures ont tendance �a
augmenter l'asym�etrie.

Dans le chapitre 4, l'�etude de la propagation ci-dessus sera combin�ee aux m�ethodes
d'homog�en�eisation pour construire une relation contrainte-d�eformation macroscopique
d'endommagement.



Chapitre 4

Application de m�ethodes
d'homog�en�eisation

4.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est d'�etudier l'e�et du d�ecollement partiel de l'interface
sur le comportement macroscopique de mat�eriaux h�et�erog�enes de type "inclusion-
matrice". Dans la section 4.2, nous �etablissons la relation g�en�erale entre la contrainte
macroscopique et la d�eformation macroscopique du mat�eriaux tenant compte la
pr�esence des �ssures �a l'interface entre les inclusions et la matrice. Puis, la m�ethode
de Mori { Tanaka est adopt�ee �a la section 4.3 pour �etudier l'e�et du d�ecollement
de l'interface sur les propri�et�es e�ectives du mat�eriau. Ce dernier est pr�esent�e
dans la section 4.4. Dans la section 4.5, nous pr�esentons une loi macroscopique
d'endommagement du mat�eriau soumis �a une traction uniaxiale. En�n, la section 4.5
examine l'in
uence de param�etres tels que : fraction surfacique des inclusions, taille
des particules et angle initial des �ssures sur la relation constitutive du mat�eriau.

4.2 Approche g�en�erale du probl�eme

Nous consid�erons unVolume El�ementaire Repr�esentatif (VER) du mat�eriau
�elastique lin�eaire h�et�erog�ene constitu�e d'inclusions circulaires (phase "i"), immerg�ees
dans une matrice in�nie (phase "m"). L'interface matrice-inclusion est caract�eris�ee
par la pr�esence des �ssures en forme d'arc. Nous repr�esentons ce VER par une aire
repr�esentative S, avec sa fronti�ere@S. L'aire S du milieu est la somme de l'aire de la
matrice Sm et des inclusionsSi . La fraction surfacique des inclusionsf est donn�ee
par Si=S. En supposant qu'on impose des conditions de contrainte macroscopique
uniforme � au contour @S, on souhaite calculer la d�eformation macroscopique"
(�gure 4.1).

43
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Figure 4.1 { Mat�eriau biphasique

Soient � m et � i respectivement d�esign�ees les contraintes moyennes de la matrice
et des inclusions. La contrainte macroscopique du milieu �elastique� est li�ee �a � m et
� i par :

� = (1 � f )� m + f � i (4.1)

o�u � i (�equivalent � m) d�e�nit sur la base de l'int�egrale de la surface Si (�equivalent
Sm) (Benveniste, 1985) :

� i =
1
Si

Z

Si

� dSi ; � m =
1

Sm

Z

Sm

� dSm (4.2)

En utilisant les th�eor�emes de la contrainte moyenne (Hashin, 1983), la contrainte
moyenne dans les inclusions� i devient :

� i =
1

2Si

Z

L a

(�n 
 x + x 
 �n )dl (4.3)

o�u x repr�esente les coordonn�ees d'un point consid�er�e sur la partie adh�esiveLa de
l'interface entre des inclusions et la matrice etn est le vecteur normal unitaire sur
l'interface pointant dans la matrice.

De même, les d�eformations moyennes dans la matrice et dans des inclusions sont
respectivement not�ees� m et � i . La contrainte macroscopique du milieu �elastique�
est donn�ee par (Pens�ee, 2002; Tan et al., 2005) :

" = (1 � f )"m + f" i + f" int (4.4)

o�u le terme additionnel f " int repr�esente la contribution du d�ecollement �a l'interface,
" int est li�e �a la discontinuit�e de d�eplacement � u = um � ui �a travers l'interface d�ecoll�ee
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Ld par :

" int =
1

2Si

Z

L d

(� u 
 n + n 
 � u)dl (4.5)

um et ui sont respectivement les d�eplacements �a l'interface du côt�e de la matrice et
du côt�e des inclusions.

L'�elasticit�e de la matrice et de l'inclusion est d�e�nie par deux tenseurs de souplesse
Sm et Si :

"m = Sm : � m; " i = Si : � i (4.6)

La combinaison des �equations(4.1), (4.4) et (4.6) nous donne la relation entre la
d�eformation macroscopique" et la contrainte macroscopique� :

" = Sm : � + f (Si � Sm) : � i + f" int (4.7)

On �etend ce r�esultat au cas d'un milieu h�et�erog�ene �a N phases des inclusions
circulaires (Figure 4.2). Les inclusions de chaque phase ont des propri�et�es m�ecaniques
di��erentes.

Figure 4.2 { Mat�eriau �a N phases des inclusions

Nous d�esignons l'aire repr�esentative de la phasek (k = 1; :::; N ) par Si
k . Sa

fraction surfacique estf i
k = Si

k=S. La contrainte moyenne� i
k dans la phasek et la

d�eformation li�ee �a la discontinuit�e de d�eplacement " int
k �a travers la partie d�ecoll�ee de
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l'interface entre des inclusions de la phasek et la matrice deviennent donc :

� i
k =

1
2Si

k

Z

L a
k

(�n 
 x + x 
 �n )dl; (4.8)

" int
k =

1
2Si

k

Z

L d
k

(� u 
 n + n 
 � u)dl: (4.9)

o�u Ld
k (resp.La

k) est la partie d�ecoll�ee (reps. adh�esive) de l'interface entre des inclusions
de la phasek et la matrice.

La d�eformation macroscopique" et la contrainte macroscopique� dans(4.1) et
(4.7) deviennent donc :

� = (1 � f )� m +
NX

k=1

f i
k � i

k ; (4.10)

" = Sm : � +
NX

k=1

f i
k

�
(Si

k � Sm) : � i
k + " int

k

�
: (4.11)

o�u f =
NP

k=1
f i

k est la fraction surfacique totale des inclusions,Si
k est le tenseur de

souplesse �elastique des inclusions de la phasek.
Il est important de noter que les �equations(4.10) et (4.11) sont exactes. Pour

obtenir la d�eformation macroscopique de ce milieu", il faut �evaluer des � i
k et " int

k
(k = 1; :::; N ) en fonction de� . Dans notre �etude, les approximations pour �evaluer
� i

k et " int
k li�e �a des inclusions de la phasek seront exprim�es par la m�ethode de

Mori-Tanaka.

4.3 M�ethode de Mori-Tanaka

La m�ethode de Mori and Tanaka (1973) convient aux mat�eriaux h�et�erog�enes car
elle tient compte de l'interaction entre les inclusions dans le processus d'estimation des
modules d'�elasticit�e macroscopique. Pour cette m�ethode, nous estimons la contrainte
moyenne� i

k dans des inclusions de la phasek par celle qui s'�etablit dans une inclusion
repr�esentative de même forme et de même caract�eristiques �elastiques immerg�ee dans
la matrice soumise �a l'in�ni �a la contrainte moyenne dans la matrice� m (Pens�ee,
2002; Dormieux et al., 2006b; Giraud et al., 2007).
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Figure 4.3 { Sch�ema Mori-Tanaka

Puisque le comportement du milieu est suppos�e être �elastique lin�eaire, la contrainte
moyenne� i

k et la d�eformation li�ee au d�eplacement relatif �a travers de l'interface " int
k

(k = 1; :::; N ) sont des fonctions lin�eaires de la contrainte moyenne dans la matrice
� m appliqu�ee �a l'in�ni. Donc, � i

k et " int
k peuvent être �ecrits sous la forme suivante :

� i
k = Kk : � m; (4.12)

" int
k = Hk : � m: (4.13)

En identi�ant les tenseurs Kk et Hk dans deux �equations(4.12) et (4.13) avec la
traction T = �n et le saut de d�eplacement �u sur l'interface dans deux �equations
(4.8) et (4.9), nous obtenons deux relations suivantes :

Kk : � m =
1

2Si

Z

L a
k

(�n 
 x + x 
 �n )dl; (4.14)

Hk : � m =
1

2Si

Z

L d
k

(� u 
 n + n 
 � u)dl: (4.15)

A partir de l'expression de la contrainte et du saut de d�eplacement dans les deux
�equations (2.58) et (2.59), nous pouvons d�eduire les composantes des tenseursKk et
Hk .

En substituant (4.12) en (4.10), nous obtenons l'expression de� m en fonction de
� :

� m =
�
(1 � f )I +

NX

k=1

f i
kKk

� � 1

: �; (4.16)

avecI la matrice unit�e. En identi�ant l'�equation (4.16) et l'�equation (1.24), on trouve :

Bm =
�
(1 � f )I +

NX

k=1

f i
kKk

� � 1

(4.17)

o�u Bm est le tenseur de localisation en contrainte de la matrice.
Par analogie, nous en d�eduisons le tenseur de localisation en contrainte de la

phasek, Bi
k en substituant (4.16) en (4.12) :

Bi
k = Ki

k :
�
(1 � f )I +

NX

k=1

f i
kKk

� � 1

(4.18)



Chapitre 4. Application de m�ethodes d'homog�en�eisation 48

La combinaison des �equations(4.12), (4.13) et (4.16) fournit l'expression de� i
k

et " int
k en fonction de� . Finalement, l'�equation (4.11) devient :

" =
�

Sm +
NX

k=1

f i
k

�
(Si

k � Sm) : Kk + Hk

�
:
�
(1 � f )I +

NX

k=1

f i
kKk

� � 1�
: � (4.19)

et nous identi�ons alors :

Se� = Sm +
NX

k=1

f i
k

�
(Si

k � Sm) : Kk + Hk

�
:
�
(1 � f )I +

NX

k=1

f i
kKk

� � 1

; (4.20)

o�u Se� est d�e�nie comme le tenseure�ectif de ce milieu.
Notons que le tenseurHi

k (k = 1; :::; N ) repr�esente la contribution de la partie
�ssur�ee �a l'interface, tandis que le tenseurKi

k exprime la contrainte moyenne de
la phasek. Dans le cas o�u la liaison entre la matrice et les inclusions est parfaite,
le tenseurHi

k sera nul. On pourra ensuite trouver la relation enKi
k et Qi

k (tenseur
analogue �a tenseur de Hill (1965), revoir l'�equation(1.29)) en identi�ant (4.17) et
(1.34) :

Ki
k = [ I + ( Si

k � Sm) : Qi
k ]� 1 (4.21)

Par cons�equent, en mettantHi
k = 0 et substituant (4.21) en (4.20), le tenseur

e�ectif Se� dans l'�equation (4.21) devient :

Sef f = Sm+
NX

i=1

f i
k(Si

k � Sm
k ) : [I+( Si

k � Sm) : Qi
k ]� 1 :

h
(1� f )I+

NX

i=1

f i
k [I+ Qi

k : (Si
k � Sm)]� 1

i � 1

(4.22)
On retrouve le tenseur de souplesse e�ectif obtenue par le sch�ema de Mori-Tanaka
classique

4.4 Application de la m�ethode de Mori-Tanaka

Dans tout ce qui suit, nous consid�erons un VER soumis �a divers types de
sollicitations comme illustr�e dans la �gure 4.2. Notre objectif est de caract�eriser le
comportement e�ectif de ce mat�eriau par le m�ethode de Mori-Tanaka. Nous supposons
que les �ssures sont ouvertes, c'est-�a-dire que le vecteur contrainte est nul sur les
deux l�evres des �ssures.

Le mat�eriau �etudi�e est compos�e d'une matrice argileuse et d'inclusions min�erales
(calcites, grains de quartz). Les param�etres �elastiques associ�es aux constituants de la
matrice argileuse, de la calcite et du quartz sont choisis selon la litt�erature (Abou-
Chakra Gu�ery et al., 2009) : Em = 3 GPa, � m = 0:3, Eca = 95 GPa, � ca = 0:27,
Equ = 101 GPa et � qu = 0; 06.

Nous nous pla�cons naturellement dans le rep�ere donn�e par la direction horizontale
(0x) et la direction verticale (0y). Souvent, dans les applications, on a �a faire avec
des structures planes minces. Il est donc d'int�erêt d'examiner le cas o�u ces couches
minces soient soumises �a un �etat plan de contrainte. Le comportement �elastique
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e�ectif de ce milieu d�epend des param�etres par la relation suivante :

2

4
" xx

" yy

2" xy

3

5 =

2

6
6
6
6
6
4

1
Exx

�
� xy

Exx
0

�
� yx

Eyy

1
Eyy

0

0 0
1

Gxy

3

7
7
7
7
7
5

2

4
� xx

� yy

� xy

3

5 (4.23)

On compte donc 5 coe�cients ind�ependants : les modules d'Young horizontalEx

et vertical Ey, les coe�cients de Poisson� horizontal/vertical � � xy et � vertical/ho-
rizontal � � yx , et le module de cisaillement verticalGxy . Ces 5 param�etres doivent
être d�etermin�ees en fonction des caract�eristiques m�ecaniques de la matrice et des
inclusion, des �ssures d'interface et la fraction surfacique des inclusions.

4.4.1 Mat�eriau biphasique

Dans cette �etude, le milieu VER est suppos�e comprendre deux phases (la matrice
argileuse et des grains de quartz). Pour un milieu biphasique, l'�equation(4.20)
devient :

Se� = Sm + f i
qa

�
(Si

qa � Sm) : Kqa + Hqa

�
:
�
(1 � f i

qa)I + f i
qaKqa

� � 1

; (4.24)

L'indice "qa" d�esigne les grains de quartz. Comme discut�e ci-dessus, les propri�et�es
e�ectives du milieu d�ependent des angles� 1, � 2 et de la fraction surfaciquef i

qa. Nous
limitons notre �etude au cas de deux �ssures sym�etriques, c'est-�a-dire� 1 = � 2 = � 0.
En e�et, nous trouvons la même tendance des propri�et�es e�ectives dans le cas d'une
seul �ssure ou de deux �ssures asym�etriques.

La �gure 4.4 pr�esente l'�evolution du module horizontal Ex en fonction de� 0

(� 1 = � 2 = � 0). Pour chaque courbe de cette �gure, la fraction surfacique des
inclusionsf est �xe, aLorsque� 0 varie de 0 �a 80� .
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Figure 4.4 { Module d'Young horizontal Exx en fonction de� 0 (� 1 = � 2 = � 0)

L'observation de la �gure 4.4 montre que, pour le même angle de� 0, le module
d'Young horizontal est une fonction d�ecroissante (reps. croissante) def quand l'angle
� 0 est petit (reps. grand). Cela s'expliquer par le fait que, pour une faible valeur
de � 1, une valeur sup�erieure def augment le module d'Young e�ectif du milieu
car le module d'Young de la calciteEca est plus �elev�e que celui de la matrice. Au
contraire, la pr�esence des inclusions diminue le module d'Young horizontal �a cause
de la faible coh�erence entre la calcite et la matrice. Notons que les mêmes tendances
sont observ�ees pour le d'Young verticalEyy et le module de cisaillement verticalGxy

(�gures 4.5 et 4.6).
De plus, une remarque int�eressante c'est que toutes les courbes passent par le

point � 0 ' 35� auquel le module d'Young e�ectif est �egale �a celui de la matriceEx .
Cela signi�e que, quand� 0 ' 35� , le module d'Young e�ectif Em ne d�epend plus de la
quantit�e des inclusions et est �egale �a le module de la matriceEm. Cela peut s'expliquer
que si on voir les inclusions avec ces deux �ssures comme une inclusion �equivalent.
Elle a exactement la même raideur que la matrice, il n'y a plus de contraste. Donc, on
est dans un milieu homog�ene. C'est la raison pour laquelle, tous les courbes passent
exactement dans le même point. Cela sera montr�e plus clairement dans la �gure 4.7.
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Figure 4.5 { Module d'Young vertical Eyy en fonction de� 0 (� 1 = � 2 = � 0)

Figure 4.6 { Module de cisaillementGxy en fonction de� 0 (� 1 = � 2 = � 0)
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Figure 4.7 { Module d'Young horizontal Exx en fonction de la fraction surfacique
f I

qa (%)

La �gure 4.7 exprime l'�evolution du module horizontal Exx en fonction de la
fraction des inclusionsf I

qa. Pour chaque courbe� 1 est �xe et �egale �a � 2. Dans cette
�gure, nous pouvons voir que, lorsque� 1 = � 2 = 35� , la valeur deExx reste constante
lorsquef I

qa augmente et est �egale �a la valeur deEm. En outre, lorsque� 1 = � 2 > 35�

(resp. � 1 = � 2 < 35� ), Exx est une fonction croissante (reps. d�ecrossante) def I
qa.

Les �gures 4.8 et 4.9 pr�esentent respectivement l'�evolution les coe�cients de
Poisson � horizontal/vertical � � xy et � vertical/horizontal � � yx en fonction de� 0

(� 1 = � 2 = � 0).
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Figure 4.8 { Coe�cient de Poisson � horizontal/vertical � � xy en fonction de� 0

(� 1 = � 2 = � 0)

Figure 4.9 { Coe�cient de Poisson � vertical/horizontal � � yx en fonction de� 0

(� 1 = � 2 = � 0)

De plus, car la sym�etrie de la matrice d'�elasticit�e e�ective n'est pas garantie
dans le sch�ema de Mori-Tanaka (Benveniste et al., 1991; Schj�dt-Thomsen and Pyrz,
2001). Nous avons e�ectu�e la v�eri�cation de la sym�etrie de la matrice d'�elasticit�e
e�ective dans l'�equation (4.23), c'est-�a-dire l'erreur relative entre les deux termes
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� yx

Eyy
et � xy

Exx
. La �gure 4.10 montre des faibles erreurs relatives au cours d'�evolution de

l'angle � 0. Cela assure la sym�etrie de la matrice d'�elasticit�e e�ective.

Figure 4.10 { Erreur relative entre � yx

Eyy
et � xy

Exx
en fonction de� 0 (� 1 = � 2 = � 0)

4.4.2 Mat�eriau �a trois phases

Nous �etudions dans cette section un VER avec une matrice et deux types des
inclusions min�erales (le quartz et la calcite). Les fractions de volume de inclusions
correspondantes sont d�esign�ees parf qu et f ca, respectivement.

La �gure 4.11 pr�esente l'�evolution du module horizontal Exx en fonction de� 1.
Pour chaque courbe de cette �gure, l'angle de� 2 est �xe, aLorsque� 0 varie de 0 �a 60� .
De plus, f qu = 0:25 et f ca = 0:3 sont utilis�es pour toutes les courbes. L'observation
du l'�evolution des courbes deExx , nous remarquons que, sous le même valeur de� 2,
plus la partie d�ecoll�ee crô�t le long de l'interface plus le mat�eriau perd son raideur.
Dans les �gures 4.12 et 4.13, nous pr�esentons l'�evolution du module d'Young vertical
Eyy et de cisaillementGxy . Les mêmes tendances de l'�evolution sont observ�ees pour
ces deux modules.
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Figure 4.11 { Module d'Young horizontalExx en fonction de� 0 (� 1 = � 2 = � 0)

Figure 4.12 { Module d'Young vertical Eyy en fonction de� 0 (� 1 = � 2 = � 0)
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Figure 4.13 { Module de cisaillementGxy en fonction de� 0 (� 1 = � 2 = � 0)

4.5 Loi macroscopique d'endommagement

Dans cette section, nous fournissons une application qui illustre l'�evolution des
propri�et�es e�ectifs du mat�eriau h�et�erog�ene de type inclusion-matrice avec l'�evolution
des micro�ssurations �a l'interface.

Nous consid�erons un VER �a l'�echelle microscopique constitu�e de deux phases
comme illustr�e dans la �gure 4.14 �a gauche, o�u f est la fraction surfacique des
inclusions, toutes de même rayona. Soient � 1 et � 2 les angles des �ssures initiales �a
l'interface entre les inclusions et la matrice, nous prenons ici� 1 = � 2 = � 0 > 0. La
matrice est soumise �a une contrainte macroscopique uniaxiale� xx .

Figure 4.14 { Echelle macroscopique et �echelle microscopique en cours d'�evolution
de l'endommagement.

L'augmentation du chargement macroscopique� xx risque d'activer la propagation
des �ssures d'interface pr�eexistantes. Par cons�equent, a�n de d�ecrire l'�evolution des
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propri�et�es constitutives homog�en�eis�ees, il est important de pr�edire la propagation
des �ssures �a l'interface entre les inclusions et la matrice.

La pr�esence des inclusions entrâ�ne une perturbation du champ de contrainte
environnant. Comme pr�ec�edemment, cette perturbation est approch�ee en consid�erant
que chacune des inclusions est soumise �a l'in�ni �egale �a la contrainte moyenne dans
la matrice � m au lieu de la contrainte de la macroscopique (�gure 4.14 �a droite ).
Lorsque la contrainte� m atteint la valeur critique, les �ssures� 1 et � 2 sur chaque
inclusion commencent �a se propager. Le d�emarrage et l'arrêt de la propagation des
�ssures ont �et�e discut�e dans la chapitre 3.

Une analyse incr�ementale est r�ealis�ee pour obtenir la relation contrainte-d�eformation
macroscopique due aux processus d'endommagement se produisant �a l'�echelle micro-
scopique. Dans cette analyse ,la m�ethode de Mori-Tanaka est adopt�e pour le passage
micro-macro. Ainsi, l'analyse de propagation de �ssure est bas�ee sur la m�ecanique
lin�eaire de la rupture d'interface. L'algorithme de la proc�edure est d�ecrit comme
suit :

| Etape 1 : Incr�ementer la contrainte macroscopique� xx de � � , c'est-�a-dire
� xx = � xx + � � .

| Etape 2 : Calculer la contrainte moyenne dans la matrice� m en r�esolvant
l'�equation (4.16).

| Etape 3 : Appliquer le r�esultat de � m pour pr�edire la propagation des �ssures
d'interface, selon la discussion de la section 3.6

| Etape 4 : Suite �a la stabilit�e de la propagation, mettre �a jour des angles des
�ssures � 1 et � 2.

| Etape 5 : Calculer la d�eformation macroscopique correspondante" xx en
utilisant la relation (4.19).

L'algorithme pr�ec�edent a �et�e impl�ement�e en langage Python pour obtenir la relation
de comportement macroscopique. Les param�etres mat�eriaux sont :Em = 4 GPa,
� m = 0:3, E i = 95 GPa, � i = 0:27. Dans cette mod�elisation, la fraction surfacique des
inclusions estf = 24%, le d�ecollement initial � 0 = 30� , Gc = 0:05 J:m� 2. L'incr�ement
de chargement de calcul �� est �egal �a 0:01 MPa.
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Figure 4.15 { Relation contrainte-d�eformation �a l'�echelle macroscopique

La �gure 4.15 montre le comportement contrainte-d�eformation macroscopique en
traction uniaxiale pour le mat�eriau s�electionn�e. Initialement, lorsque la contrainte
macroscopique appliqu�ee est faible, la niveau de singularit�e de la pointe des �ssures
est bien inf�erieure �a la r�esistance de rupture de l'interface. La r�eponse contrainte-
d�eformation est donc lin�eaire. En augmentant le chargement jusqu'�a la contrainte
critique � A , le taux de restitution de l'�energie disponible pour les �ssures d'interface
atteint la t�enacit�e de l'interface et les �ssures commencent �a se propager le long de
l'interface. Il est int�eressant de noter que les �ssures se propagent de fa�con asym�etrique
et brutalement jusqu'au point B. Au-del�a du point B, nous trouvons une r�eponse
macroscopique non lin�eaire avec propagation stable des �ssures.

4.5.1 �Etude param�etrique

Dans la section pr�ec�edente, nous avons pr�esent�e un concept d'une loi macrosco-
pique d'endommagement du mat�eriau h�et�erog�ene de type inclusion-matrice avec
d�ecollement �a l'interface. Cette loi macroscopique s'appuie sur des param�etres
mat�eriels dont la signi�cation physique est �evidente. L'in
uence des di��erentes pro-
pri�et�es microscopiques sur le comportement macroscopique du mat�eriau est pr�esent�ee
dans cette section. Les param�etres consid�er�es sont la fraction surfacique des inclusions,
la taille des inclusions, l'angle initial des �ssures d'interface.

E�et de la fraction surfacique des inclusions

Pour examiner l'e�et de la fraction surfacique des inclusions sur la relation
constitutive macroscopique, nous changeons la valeur de cette fraction et �xons tous
les autres param�etres.
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Figure 4.16 { E�et de la fraction surfacique sur la relation contrainte-d�eformation

La �gure 4.16 illustre l'in
uence de la relation macroscopique contrainte {
d�eformation sur la fraction surfacique. Quand le chargement est encore faible, l'aug-
mentation de la fraction surfacique d'inclusions entrâ�ne une augmentation de la
rigidit�e globale du milieu. Les inclusions ont un module d'�elasticit�e plus grande que
celui de la matrice. L'augmentation de la fraction surfacique d'inclusions permet
donc de rendre le mat�eriau plus rigide. De plus, le pourcentage des �ssures �a l'in-
terface inclusion-matrice augmente �egalement, entrâ�nant le niveau de la singularit�e
en tête de chaque �ssure plus r�eparti. Donc, une contrainte critique plus haute est
n�ecessaire pour que les �ssures d'interface commencent �a se propager. Pourtant, apr�es
la propagation instable, la partie d�ecoll�ee domine �a l'interface inclusion-matrice. Par
cons�equent, une d�egradation plus s�ev�ere est trouv�ee dans le cas du milieu avec une
plus grande fraction surfacique des inclusions.

E�et de la taille des inclusions

Nous �etudions dans cette section un mat�eriau avec des inclusions circulaires de
deux rayons di��erents, a1 = 40 � m et a2 = 20 � m. Les fractions de volume des
inclusions correspondantes sont d�esign�ees parf 1 = 16% et f 2 = 12%, respectivement.
Soit � j

1 et � j
2 (j = 1; 2) les angles des �ssures initiales �a l'interface entre les inclusions

de rayonaj et la matrice. On prend ici � 1
1 = � 1

2 = � 2
1 = � 2

2 = 30� .
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Figure 4.17 { E�et de la taille des inclusions sur la relation contrainte-d�eformation

L'observation de la r�eponse contrainte-d�eformation macroscopique pr�esent�ee dans
la �gure 4.19, nous trouvons que le moment du d�emarrage de la propagation des
�ssures d'interface est di��erent. Cette di��erence est exprim�ee par le nombre de
paliers horizontaux de la courbe contrainte-d�eformation. En e�et, la valeur critique
de contrainte, n�ecessaire �a la propagation des �ssures d'interface, est inversement
proportionnelle �a la taille de l'inclusion (voir l'�equation (3.20)). Par cons�equent, les
�ssures sur l'interface entre les inclusions de plus grand rayona1 = 40 � m et la
matrice se propagent en premier. La r�eponse contrainte-d�eformation macroscopique
dans ce cas se r�esume comme suit : d'abord, le comportement est lin�eaire quand
� xx < � A . Au-del�a de � A , la droite horizontale correspond �a la propagation instable
des �ssures� 2

1 sur l'interface entre les inclusions de rayona2 et la matrice. Puis, cette
propagation devient stable avec le chargement, donnant lieu �a une courbe contrainte-
d�eformation non-lin�eaire. Ensuite, lorsque� xx atteint � D , les �ssures �a l'interface
entre les petites inclusions et la matrice se propagent de fa�con instable jusqu'au
point E. Finalement, nous retrouvons une r�eponse macroscopique non lin�eaire avec
propagation stable des �ssures.

E�et de l'angle initial des �ssures d'interface

De même, pour �etudier l'in
uence de l'angle initial des �ssures d'interface sur la
relation constitutive macroscopique, nous modi�ons quelques param�etres par rapport
au cas pr�ec�edent. Les deux familles d'inclusions sont suppos�ees de même rayon,
c'est-�a-dire (a1 = a2 = 40 � m, tandis que,� 1

1 = � 1
2 = 20� et � 2

1 = � 2
2 = 40� .
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Figure 4.18 { E�et de l'angle initial des �ssures d'interface sur la relation contrainte-
d�eformation

Dans cette �etude, la courbe contrainte-d�eformation a la même allure que dans
le cas pr�ec�edent. Due �a la valeur sup�erieure du taux restitution de l'�energie , sous
la même contrainte macroscopique appliqu�ee �a l'in�ni � xx , les �ssures des angles
initiales � 2

1 = � 2
2 = 40� se propagent au premier (voir la ligne en pointill�e dans la

�gure 3.15).

4.6 Conclusions

L'objectif de ce chapitre est d'�etudier l'e�et du d�ecollement partiel de l'interface
sur le comportement macroscopique de mat�eriaux h�et�erog�enes de type "inclusion-
matrice".

La solution �el�ementaire du chapitre 2 est impl�ement�ee dans le sch�ema d'ho-
mog�en�eisation de Mori-Tanaka pour examiner l'e�et du d�ecollement partiel de
l'interface et de la fraction surfacique des inclusions sur les modules e�ectifs des
mat�eriaux h�et�erog�enes de type "inclusion-matrice". Quand les angles des �ssures
sont faibles, la pr�esence des inclusions raides renforce les modules d'Young et de
cisaillement du milieu. Lorsque les angles des �ssures sont grands, plus la fraction
volumique des inclusions augmente, plus les modules e�ectifs diminuent. Il existe
des angles des �ssures pour lesquels l'ensemble inclusion+�ssures �a la même raideur
que la matrice (dans une direction donn�ee). Par cons�equent, le raideur du milieu
contenant des �ssures avec ces angles reste constante lorsque la fraction surfacique
augmente et est �egale �a la raideur de la matrice. Nous avons par ailleurs v�eri��e que le
sch�ema de Mori-Tanaka conduit �a une estimation sym�etrique du tenseur de raideur
homog�en�eis�e.

Nous pr�esentons ensuite une courbe de contrainte-d�eformation macroscopique du
mat�eriau soumis �a une traction uniaxiale tenant compte de l'endommagement dû au
d�ecollement �a l'interface. La proc�edure d'homog�en�eisation de Mori-Tanaka est adopt�ee
pour la transition micro-macro. Dans le cas d'une famille d'inclusions, la r�eponse
contrainte-d�eformation macroscopique comporte trois �etapes : le comportement
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lin�eaire quand le chargement est inf�erieur �a la valeur critique ; au-del�a de la valeur
critique, un palier horizontal correspondant �a la propagation instable des �ssures ;
ensuite, une r�eponse non lin�eaire correspondant �a la propagation stable des �ssures.

L'in
uence de param�etres tels que fraction surfacique des inclusions, taille des
particules et angle initiale des �ssures sur la courbe de contrainte-d�eformation est
examin�ee.



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

5.1 Conclusions

Dans le pr�esent travail de th�ese, nous avons apport�e des contributions �a la
mod�elisation de la micro�ssuration dans des mat�eriaux h�et�erog�enes de type "inclusion-
matrice" tenant compte du d�ecollement �a l'interface entre l'inclusion et la matrice.
Les contributions d�evelopp�ees de cette th�ese sont r�esum�ees ci-apr�es.

Tout d'abord, la solution �a l'�equilibre �elastique lin�eaire d'une inclusion circulaire
partiellement li�ee �a une matrice homog�ene et soumise �a une contrainte uniforme
�a l'in�ni a �et�e �etudi�ee par la m�ethode des potentiels complexes (Muskhelishvili,
1953). L'analyse a �et�e simpli��ee en consid�erant deux �ssures d'interface de longueurs
di��erentes, mais partageant le même axe de sym�etrie. Nous nous appuyons sur les
r�esultats g�en�eraux (pour un nombre quelconque de �ssures de longueur quelconque)
de Perlman and Sih (1967) pour obtenir la solution pr�esent�ee dans ce travail, qui
�etend les r�esultats de Toya (1974); Prasad and Simha (2003) (cas d'une seule �ssure)
et Prasad and Simha (2002) (cas de deux �ssures coaxiales de longueurs �egales). Cette
solution est semi-analytique, au sens o�u les expressions alg�ebriques sont explicites,
mais font intervenir des constantes qu'il est n�ecessaire de d�eterminer num�eriquement.

Une deuxi�eme contribution correspond �a l'�etude de la propagation des �ssures
d'interface. Contrairement aux mat�eriaux homog�enes, l'ouverture de la �ssure d'in-
terface d�eriv�ee d'une analyse �elastique lin�eaire pr�esente un caract�ere oscillatoire
pr�es de la pointe de la �ssure, en raison de la pr�esence d'un facteursi � [s : distance
depuis la pointe de la �ssure ;� : constante oscillatoire de Williams (1959)]. Selon la
solution oscillatoire, l'interp�en�etration a lieu au voisinage de la pointe de la �ssure.
Toutefois, lorsque l'�etendue de la zone dans laquelle les oscillations ont lieu peut être
n�eglig�ee devant la longueur de la �ssure, on peut admettre que la solution oscillatoire
reste pertinente pour l'analyse de la propagation de la �ssure. Dans le probl�eme
consid�er�e ici, lorsque l'angle de la �ssure augmente, la zone dans laquelle se produisent
les oscillations augmente et devient signi�cative pour les angles sup�erieurs �a 55�

degr�es. Par cons�equent, les r�esultats pour ces cas peuvent ne pas être valables pour
l'analyse de la propagation de la �ssure. Puis, les expressions semi-analytiques des
facteurs d'intensit�e de contraintes sont compar�ees �a la simulation num�erique directe
par la m�ethode des �el�ements �nis et la m�ethode d'extrapolation du d�eplacement.
Quelques r�esultats concernant le taux de restitution d'�energie sont ensuite pr�esent�es

63
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pour di��erentes con�gurations des deux �ssures soumises �a l'in�ni �a une contrainte
uniaxiale. Ensuite, partant d'une con�guration initiale o�u les deux �ssures ont la
même longueur, on utilise le crit�ere �energ�etique de la m�ecanique de la rupture
�elastique lin�eaire pour analyser la propagation des �ssures sous un chargement �a
l'in�ni dans la direction de l'axe de sym�etrie. Nous montrons que la propagation peut
être asym�etrique : la longueur d'une des �ssures crô�t, tandis que celle de l'autre
reste constante. Une fois que la con�guration devient asym�etrique, les �ssures ont
tendance �a augmenter l'asym�etrie.

En�n, la troisi�eme contribution concerne l'application des r�esultats pr�ec�edents �a
l'homog�en�eisation. La solution �el�ementaire obtenue dans le chapitre 2 est impl�ement�ee
dans le sch�ema d'homog�en�eisation de Mori-Tanaka pour examiner l'e�et du d�ecollement
partiel de l'interface et de la fraction volumiques des inclusions sur les modules e�ectifs
des mat�eriaux h�et�erog�enes de type "inclusion-matrice". Un mod�ele microm�ecanique
simple est ensuite propos�e pour �etudier l'e�et de l'endommagement dû au d�ecollement
de l'interface entre les inclusions et la matrice in�nie. La proc�edure d'homog�en�eisation
de Mori-Tanaka est adopt�ee pour la transition micro-macro. Le mat�eriau mod�ele est
compos�e d'une matrice argileuse et des inclusions min�erales, sous traction uniaxiale.
En e�et, ce mod�ele n'est pas limit�e aux mat�eriaux argileux h�et�erog�enes et peut
�egalement être utilis�e pour simuler le comportement d'autres composites renforc�es
par des particules. L'e�et de divers ph�enom�enes d'endommagement survenant �a
l'�echelle microscopique sur les relations de comportement macroscopiques est �etudi�e
en d�etail. Finalement, une �etude param�etrique nous a permis de comprendre le rôle
jou�e par chacun des param�etres du mod�ele.

5.2 Perspectives

Nous pr�esentons dans ce paragraphe quelques prolongements possibles aux travaux
pr�esent�es ici, en les regroupant en perspectives �a court terme et perspectives �a long
terme.

5.2.1 Perspectives �a court terme

Probl�eme multi�ssures d'interface

Dans ce travail de th�ese, nous avons appliqu�e la m�ethodologie de Perlman and Sih
(1967) pour trouver la solution du probl�eme de deux �ssures de longueurs di��erentes,
mais partageant le même axe de sym�etrie, situ�ees �a l'interface entre une inclusion
circulaire et la matrice in�nie. Cette m�ethodologie est en fait g�en�erale, et s'applique
au cas den �ssures en g�en�erale (Figure 5.1).
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Figure 5.1 { Probl�eme de n �ssures �a l'interface inclusion-matrice sous contrainte
uniforme �a l'in�ni (Perlman and Sih, 1967)

Dans le cadre d'un probl�emen �ssures d'interface, nous supposons que l'interface
matrice-inclusion est �ssur�ee le long des arcsL1, L2,. . . , Ln . Soient ak , bk les deux
pointes de la �ssureL k (k = 1; 2; : : : ; n).

De même que dans le cas de deux �ssures asym�etrique examin�e dans la section 2.2,
le d�eplacementu et la contrainte � sont exprim�es en fonction des fonctions complexes
Wj (z) et 
 j (z) ( j = 1; 2). Suivant la m�ethodologie de Perlman and Sih (1967), nous
pouvons d�eduire l'expression g�en�erale deWj (z) et 
 j (z) pour un ensemble den
�ssures circulaires comme suit :

(1 + � )W1(z) = mQ(z) + � (z)P(z); (5.1)

(1 + � )
 1(z) = mQ(z) � �� (z)P(z); (5.2)

(1 + � )W2(z) = Q(z) + �� (z)P(z); (5.3)

(1 + � )
 2(z) = Q(z) � � (z)P(z); (5.4)

Ces �equations ci-dessus sont similaires aux �equations(2.22), (2.23), (2.24) et (2.25).
Cependant, la fonction de Plemelj� (z) dans le casn �ssures est d�e�nie comme suit :

� (z) =
nY

k=1

(z � ak)� 1
2 +i � (z � bk)� 1

2 � i � (5.5)

et

Q(z) = e0 +
t1

z
+

t2

z2
; P(z) =

nX

k=1

Pkzk + P0 +
P� 1

z
+

P� 2

z2
; (5.6)

Pour le probl�eme den �ssures, e0, t1, t2, P� 2; : : : ; Pn sont constantes d'int�egration �a
d�eterminer. Nous comptons donc (6 +n) constantes d'int�egration.

Les 6+n constantes d'int�egration e0, t1, t2, P� 2; : : : ; Pn sont obtenue en exprimant :
i. Le comportement �a l'in�ni de W2 et de w2 (4 �equations), ii. L'analyticit�e de W1 et
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w1 en z = 0 (3 �equations) et iii. La condition d'univocit�e des d�eplacements (n � 1
�equations).

Pour les deux �el�ementsi. et ii. , la proc�edure est similaire �a celle �ecrite dans la
section 2.3 ; elle se repose surla d�etermination des d�eveloppements asymptotiques de
la fonction de Plemelj� (z) �a l'in�ni et �a l'origine.

Les �equations restantes (n � 1 �equations) se trouvent �a partir des conditions que
les d�eplacements doivent être �a valeur unique, c-�a-d �ux + i� uy doit revenir �a sa
valeur d'origine quand le pointz d�ecrit un contour ferm�e autour de chaque �ssure,
L k (k = 1; 2; : : : ; n)

Z

L j

� + (t)
�
P2t2 + P1t + P0 + P� 1t � 1 + P� 2t � 2

�
dt = 0; (5.7)

Le probl�eme a n �ssures sur l'interface. Donc, pour trouvern � 1 �equations restantes,
on n'a besoin que de choisirn � 1 �ssures (la n-i�eme �ssure conduit �a une condition
redondante).

Chacune de ces conditions peut s'�ecrit sous la forme suivante :

nX

k=1

I k;j Pk + I 0;j P0 + I � 1;j P� 1 + I � 2;j P� 2 = 0; (5.8)

o�u I k;j =
R

L j
� + (t)tkdt. Comme discut�e �a la section 2.3, les int�egralesI k;j peuvent être

singuli�eres. Cependant, les m�ethodes d'int�egration num�erique standard permettent
de fournir des estimations pr�ecises de ces int�egrales sans pr�ecaution suppl�ementaire.

Loi d'�evolution de l'endommagement

Une des perspectives importantes des travaux du chapitre 4 est de proposer une
loi d'�evolution de l'endommagement dû �a la propagation des �ssures �a l'interface
entre les inclusions et la matrice, ainsi qu'une loi d'�evolution des modules e�ectifs.
Dans ce travail, le d�ecollement �a l'interface est exprim�e �a travers des angles des
�ssures, on peut consid�erer l'�evolution de l'endommagement comme la variation des
angles des �ssures avec le chargement.

Une illustration simple de la loi d'endommagement du cas d'un mat�eriau compos�e
de deux phases (une matrice in�ni et une inclusion circulaire) est pr�esent�ee ci-dessous
(revoir la �gure 2.1). L'inclusion circulaire avec une �ssure d'arc d'interface est
incorpor�ee �a la matrice in�nie et soumise �a l'in�ni �a une traction uniaxiale � 1

xx . La
�ssure L1 sous-tend un angle de 2� 1, tandis que l'angle� 2 est suppos�e nul. SoitG est
le taux de restitution en pointe de la �ssureL1. En adoptant la th�eorie de Gri�th,
une �ssure commence �a se propager quand le taux de restitution d'�energieG atteint
la valeur critique Gc :

G = Gc (5.9)

La matrice est soumise �a une contrainte uniaxiale �a l'in�ni � 1
xx , et l'angle � 2 est

suppos�e nul. Le taux de restitution d'�energieG peut être exprim�e comme suit :

G = ( � 1
xx )2aĜ(� 1) (5.10)
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Donc, il est possible d'adopter un crit�ere d'endommagement de la forme suivante :

f = � 1
xx � � c(� 1) (5.11)

o�u � c(� 1) =
q

Gc=(aĜ(� 1)) . Le crit�ere qui vient d'être d�ecrit, et qui sera utilis�e
comme loi de propagation locale, s'interpr�ete de la fa�con suivante :

| si � xx < � c(� 1) alors _� 1 = 0 pas de l'�evolution de l'endommagement

| si � xx = � c(� 1) alors _� 1 � 0 �evolution de l'endommagement

Comme l'endommagement est d�ecrit par la variable� 1, l'�evolution de cette
variable peut être d�eduite de l'�equation de consistance_f = 0 au cours du processus
de l'endommagement :

_f =
@f

@�1xx
_� 1

xx +
@f
@�1

_� 1 = _� 1
xx +

@�c
@�1

_� 1 = 0 (5.12)

L'�evolution compl�ete de l'endommagement est donc la suivante :
8
<

:

_� 1 = 0; si f < 0
_� 1 = 0; si f = 0 et _f < 0
_� 1 = � (@�c=@�1)� 1 _� 1

xx ; autres cas
(5.13)

La relation entre la d�eformation macroscopique et la contrainte macroscopique
s'�ecrit (revoir l'�equation (4.20)) :

" = Se� � 1
xx (5.14)

o�u � = [ � 1
xx 0 0]T . La formulation en vitesse s'obtient par di��erentiation de

l'�equation ci-dessus. On a donc :

_" = _Se� : � 1
xx + Se� : _� 1

xx (5.15)

Car Se� d�epend du variable � 1, la variation de Se� en cours de l'�evolution de
l'endommagement s'�ecrit :

_Se� =
@Se�

@�1
_� 1 (5.16)

En combinant les �equations(5.13), (5.15)et (5.16), l'�evolution de la r�eponse contrainte-
d�eformation macroscopique associ�ee �a la loi d'endommagement s'�ecrit :

8
>><

>>:

_" = Se� : _� 1
xx ; si f < 0

_" = Se� : _� 1
xx ; si f = 0 et _f < 0

_" =
h
� (@�c=@�1)� 1 @Se�

@�1
+ Se�

i
: _� 1

xx ; autres cas
(5.17)

La propagation des �ssures avec un crit�ere plus r�ealiste

Dans la section 3.6, nous avons montr�e que la propagation peut être asym�etrique
depuis un �etat initialement sym�etrique. Cela d�epend du signe de la fonction (� 0)
qui est d�e�nie dans l'�equation (3.17). En e�et, nous n'avons pas �et�e en mesure
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de produire un cas pour lequel une propagation sym�etrique se produirait. Cela
pourrait être li�e �a l'hypoth�ese que Gc est constante. En r�ealit�e, suivant les travaux
exp�erimentaux de Cao and Evans (1989),Gc d�epend de l'angle de mixit�e de mode
 k , o�u tan  k = K I =K II (revoir la section 1.3.6). C'est la raison pour laquelle,Gc

est une fonction qui d�epend des angles� 1 et � 2. De même que la discussion dans
la section 3.6.1, en utilisant un crit�ere plus r�ealiste, nous pouvons montrer que la
fonction  (� 0) a la forme suivante :

	( � 0) =
@(G1 � G1c)

@�1

�
�
�
�
� 1= � 2= � 0

�
@(G1 � G1c)

@�2

�
�
�
�
� 1= � 2= � 0

: (5.18)

o�u

| si 	( � 0) < 0 : la propagation est sym�etrique,

| si 	( � 0) > 0 : la propagation est asym�etrique.

Nous avons n�eanmoins vu au paragraphe 1.3 que ce crit�ere de propagation fait
intervenir une longueur` de r�ef�erence. A notre connaissance, il n'y a pas consensus
sur la mani�ere de choisir cette longueur (Rice, 1988; Shih, 1991; Hutchinson and Suo,
1991). Une r�e
exion th�eorique sur la signi�cation de cette longueur constitue donc
une perspective indispensable et tr�es int�eressante.

5.2.2 Perspectives �a long terme

Nucl�eation des �ssures

On note que la caract�eristique principale de la m�ecanique de la rupture est de
partir d'une �ssure d�ej�a existante. La nucl�eation du d�ecollement partiel �a l'interface
inclusion-matrice initialement non endommag�ee ne peut pas être trait�ee par la th�eorie
de Gri�th.

Pour pr�edire la nucl�eation des �ssures d'interface, on peut par exemple utiliser un
crit�ere de contrainte normale. Ce crit�ere pr�edit la rupture aux points de l'interface
o�u la valeur locale de la traction normale est sup�erieure �a la r�esistance �a la traction
de l'interface. Cependant, ce crit�ere ne peut traiter que le d�ebut de la propagation.
La question sur le chemin d'�equilibre complet au-del�a de la charge critique est
inexplicable.

Pour r�esoudre ces di�cult�es Leguillon (2002) a propos�e une approche coh�erente en
combinant les deux crit�eres contrainte-�energie sous la d�esignation anglo-saxonne de
Finite Fracture Mechanics (pour plus de d�etails sur ce sujet, voir Wei�graeber et al.
(2016)). Puis, Manti�c (2009) a utilis�e cette approche pour l'�etude de la nucl�eation
des �ssures d'interface.

Il est possible d'associer l'analyse de la propagation de la �ssure dans le section
3.6 �a l'analyse de la nucl�eation de la �ssure r�ealis�ee par Manti�c (2009) et Garc��a et al.
(2015). Dans la derni�ere r�ef�erence, en utilisant le crit�ere coupl�e (contrainte-energie) de
Leguillon (2002), les auteurs concluent qu'il faut souvent s'attendre �a une nucl�eation
asym�etrique plutôt qu'�a une nucl�eation sym�etrique.
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Passage en trois dimensions

Nos contribution dans la cadre de ce travail sont consacr�es principalement au
probl�eme en deux dimensions (2D). Le passage �a trois dimensions (3D) constitue
donc une perspective importante de ce travail.

La solution semi-analytique utilis�ee ici et due �a Perlman and Sih (1967) repose
sur la m�ethode des potentiels complexes de Muskhelishvili (1953). Cette m�ethode ne
permet pas de traiter des probl�emes tridimensionnels, et il est n�ecessaire d'adopter
une autre strat�egie. Le probl�eme d'une �ssure sph�erique dans un solide �elastique a
�et�e abord�e au premier par Ziuzin and Mossakovskii (1970); Prokhorova and Solov'ev
(1976). Martynenko and Ulitko (1978) ont propos�e une nouvelle approche bas�ee sur
la m�ethode des fonctions propres. Le probl�eme a �et�e r�eduit �a un syst�eme d'�equations
int�egro-di��erentielles. Dans cette m�ethode, une solution g�en�erale du probl�eme en
question sous une forme analytique explicite a �et�e sugg�er�ee, ainsi qu'une m�ethode
analytique permettant de r�esoudre certaines �equations int�egro-di��erentielles. Une
analyse locale des contraintes et des d�eplacements pr�es du bord de la �ssure sph�erique
a �et�e r�ealis�ee et les facteurs d'intensit�e de contraintes ont �et�e obtenus.

Plus tard, Martynenko (1983); Martynenko and Lebedyeva (2006) ont appliqu�e
cette m�ethode au probl�eme de la �ssure interfaciale sph�erique. Martynenko (1983);
Martynenko and Lebedyeva (2006) ont obtenu des r�esultats semi-analytiques pour
les facteurs d'intensit�e de contraintes en pointe de la �ssure. Pourtant, �a cause des
di�cult�es math�ematiques dans l'estimation du nombre d'int�egrales dans le calcul, ils
n'ont pas trouv�e l'expression de contraintes sur la partie adh�esive et de d�eplacements
relatifs sur la partie d�ecoll�ee de l'interface. Par ailleurs, ces travaux ont �et�e limit�es
�a une seule �ssure interfaciale sph�erique. La solution g�en�erique pour le probl�eme
multi-�ssures d'interface n'a pas �et�e �etablie. Ces limitations constituent donc une
perspective int�eressante. Pour plus d�etail de cette m�ethode, le lecteur peut se r�ef�erer
aux articles de Martin (2001) et de Martynenko and Lebedyeva (2006).

C'est notre ambition que de suivre quelques unes des pistes �evoqu�ees ci-dessus.



Annexe A

Estimation de l'int�egrale I 0

Le but de cette partie est d'estimer l'int�egrale I 0 dans l'�equation (2.50) pour
� 1 = � 2 = � 0

I 0(� 0; � ) = 2
Z � 0

� � 0

cos
�
� ln

� sin( � 0 � � )
sin( � 0+ � )

��

p
sin(� 0 � � ) sin(� 0 + � )

d�: (A.1)

Cette int�egrale est singuli�ere. En e�et, lorsque � ! � 0, l'argument du logarithme
tend vers 0, et le num�erateur de l'int�egrande oscille donc de plus en plus vite. Pour
estimer cette int�egrale, on commence donc par calculer les racines successives de
l'int�egrande. On int�egre ensuite entre deux racines successives, puis on somme les
int�egrales partielles, en tronquant la s�erie lorsque la pr�ecision est su�sante.

En tenant compte de la parit�e de l'int�egrande, on remarque tout d'abord queI 0

se simpli�e en

I 0(� 0; � ) = 4
Z � 0

0

cos
�
� ln f (�; � 0)]

p
sin(� 0 � � ) sin(� 0 + � )

d�; (A.2)

o�u l'on a pos�e

f (�; � 0) =
sin(� 0 � � )
sin(� 0 + � )

(A.3)

A.1 Etude de la fonction f

Soit f cette fonction. On remarque tout d'abord que

f (�; � 0) � 1 pour 0� � 0 � �= 2 et 0 � � � � 0: (A.4)

En e�et,
sin(� 0 + � ) � sin(� 0 � � ) = 2 sin � cos� 0 � 0: (A.5)

Pour trouver les z�eros de l'int�egrande deI 0, il su�t donc de r�esoudre pour
n = 0; 1; 2; : : : l'�equation

ln f (� n ; � 0) = � (n + 1=2)
�
�

() f (� n ; � 0) = en ; (A.6)

() (1 � en ) sin � 0 cos� n � (1 + en ) cos� 0 sin� n = 0
(A.7)

() sin(� n � � n ) = 0 (A.8)

() � n = � n + k�; (A.9)
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o�u l'on a d�e�ni l'angle � n par

sin� n =
(1 � en ) sin � 0p

1 + e2
n + 2en (cos� 0 � sin� 0)

et cos� n =
(1 + en ) cos� 0p

1 + e2
n + 2en (cos� 0 � sin� 0)

;

(A.10)
et en = exp

�
� (n + 1=2)�=�

�
. On observe que� n ainsi d�e�ni est toujours compris

entre 0 et �= 2, de sorte que, sans ambig•uit�e

� n = arctan
h1 � en

1 + en
tan � 0

i
= arctan

n
tanh

�
(n + 1=2)

�
2�

�
tan � 0

o
: (A.11)

Les racines� n sont par ailleurs recherch�ees �egalement entre 0 et�= 2, donck = 0.
Finalement, on obtient l'expression analytique des racines

� n = arctan
n

tanh
�
(n + 1=2)

�
2�

�
tan � 0

o
(n = 0; 1; 2; : : :); (A.12)

et on montre qu'elles convergent exponentiellement vers� 0.

A.2 �Evaluation de l'int�egrale I 0

En posant � � 1 = 0, on d�ecompose l'int�egrale en une s�erie

I 0(� 0; � ) =
+ 1X

n=0

4
Z � n

� n � 1

cos
�
� ln f (�; � 0)

�

p
sin(� 0 � � ) sin(� 0 + � )

d�: (A.13)

Sur chaque intervalle [� n� 1; � n ], l'int�egrande est de signe constant ; chaque terme peut
donc être �evalu�e par des m�ethodes num�eriques standard. Bien entendu, la s�erie sera
tronqu�ee. On introduit donc la somme

I [N ]
0 (� 0; � ) =

NX

n=0

4
Z � n

� n � 1

cos
�
� ln f (�; � 0)

�

p
sin(� 0 � � ) sin(� 0 + � )

d� = 4
Z � N

0

cos
�
� ln f (�; � 0)

�

p
sin(� 0 � � ) sin(� 0 + � )

d�;

(A.14)
et le reste

R[N ]
0 (� 0; � ) =

+ 1X

n= N +1

4
Z � n

� n � 1

cos
�
� ln f (�; � 0)

�

p
sin(� 0 � � ) sin(� 0 + � )

d� = 4
Z � 0

� N

cos
�
� ln f (�; � 0)

�

p
sin(� 0 � � ) sin(� 0 + � )

d�:

(A.15)
On obtient ais�ement la majoration suivante

jR[N ]
0 (� 0; � )j � 4

Z � 0

� N

d�
p

sin(� 0 � � ) sin(� 0 + � )
; (A.16)

et, en observant que l'int�egrande est une fonction d�ecroissante

jR[N ]
0 (� 0; � )j �

4(� 0 � � N )
p

sin(� 0 � � N ) sin(� 0 + � N )
' 4

s
� 0 � � N

sin 2� 0
: (A.17)

La m�ethode pour calculerI 0 est donc la suivante. Pourn = 1; 2; 3; : : :
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1. Calculer � n , puis l'int�egrale entre � n� 1 et � n .

2. Calculer la sommeI [N ]
0 (en s�eparant termes positifs et termes n�egatifs, et en

sommant les plus petits termes d'abord).

3. Calculer le majorant du reste. SijR[N ]
0 j � "I [N ]

0 , alors arrêter le calcul (" :
tol�erance �x�ee par l'utilisateur, " = 10� 8).

A.3 Limitation des erreurs d'arrondi

Les � n convergent tr�es rapidement vers� 0, et la di��erence � 0 � � sera donc
g�en�eralement tr�es petite, ce qui peut entrâ�ner d'importantes erreurs d'arrondis. Il
est pr�ef�erable dans ce cas d'e�ectuer le changement de variable = � 0 � � .

On a alors

I 1(� 0; � ) =
+ 1X

n=0

4
Z  n � 1

 n

cos
�
� ln sin  

sin(2� 0 �  )

�

p
sin sin(2� 0 �  )

d�; (A.18)

avec

 n = � 0 � � n = arctan
en sin 2� 0

1 + en cos 2� 0
(A.19)

et

jR[N ]
1 (� 0; � )j �

4 np
sin n sin(2� 0 +  n )

' 4

s
 n

sin 2� 0
: (A.20)

La formule pr�ec�edente est int�eressante. En e�et,  n pourra au mieux être calcul�e
�a 10� 16 pr�es (erreur absolue). Donc l'erreur absolue sur le calcul de l'int�egrale ne
pourra être plus petite que 10� 8=

p
sin 2� 0.

A.4 Impl�ementation du calcul

CommeI 0 est une fonction qui d�epend de� 0 et � , nous avons e�ectu�e deux cas
de calcul :

1. � = 0:15 et � 0 = 1 � ; 2� ; 3� ; : : : ; 89� ,

2. � 0 = 45� et � = 0:005; 0:022; 0:039; : : : ; 0:175.

Pour chaque cas, nous avons estim�e des erreurs relatives :

1. Erreur relative " r du calcul de l'int�egrale I [N ]
0 , " r =

P N
n=0 "n

a + jR[N ]
1 (� 0; � )j

I [N ]
0 (� 0; � )

; o�u

"n
a est erreur absolue de l'int�egrande sur chaque intervalle [� n� 1; � n ] par des

m�ethodes num�eriques standard.

2. Erreur relative "?
r entre I [N ]

0 (� 0; � ) et I ?
0 (� 0; � ), "?

r =
jI [N ]

0 � I ?
0 j

I [N ]
0

; o�u I ?
0 est le

r�esultat de l'int�egrande I 0 obtenue par la fonctionquaddu modulescipy.integrate
en Python.
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Le code suivant donne le source python permettant de r�ealiser l'approche d�ecrite
ci-dessus.

import i tertools

import numpy as np

from scipy . integrate import quad

def integrand (psi , beta , epsi lon ) :
sin1 = np.sin (psi )
sin2 = np.sin (2*beta -psi )
return 4*np .cos ( epsi lon *np . log (sin1 / sin2 )) /np . sqrt ( sin1 *sin2 )

def I0 (beta , epsi lon ) :
c = np.cos (2*beta )
s = np.sin (2*beta )
psi2 = beta
integrals = [ ]
errors = [ ]
minimum_error = 1E-8/np . sqrt (s) # Limitat ion des erreurs d '

arrondi
for n in i tertools . count () :

e = np.exp (-(n+0.5)*np .pi / epsi lon )
psi1 = np. arctan (e*s/(1+e*c))
integral , error = quad ( integrand , psi1 , psi2 , args=(beta ,

epsi lon ))

integrals . append ( integral )
total_integral = np .math . fsum( integrals )

errors . append ( error )
Rn = 4*np. sqrt ( psi1 /np .sin (2*beta ))
total_error = np.math . fsum( errors )+Rn

psi2 = psi1
if (Rn <= 1e-8*abs ( total_integral ) )

or ( total_error <= minimum_error ) :
return total_integral , total_error

def I0_star (beta , epsi lon ) :
numerical_integrat ion ,_ = quad ( integrand , 0 , beta , args=(beta ,

epsi lon ))
return numerical_integrat ion
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Figure A.1 { Erreur relative " r (%) du calcul de l'int�egrale I [N ]
0 (� = 0:15).

Figure A.2 { Erreur relative "?
r (%) entre deux approches (� = 0:15).
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Figure A.3 { Erreur relative " r (%) du calcul de l'int�egrale I [N ]
0 (� 0 = 45� ).

Figure A.4 { Erreur relative "?
r (%) entre deux approches (� 0 = 45� ).

Les �gures A.1 et A.3 montrent des faibles erreurs relatives" r sur le calcul de
l'int�egrale I [N ]

0 pour toute la gamme de (� 0; � )-valeurs list�ees ci-dessus. Cela signi�e
que les r�esultats deI [N ]

0 sont tr�es proche des r�esultats r�eelle de l'int�egrale I 0.
Cependant, des petites erreurs relatives"?

r entre I [N ]
0 et I ?

0 dans les �gures A.2 et
A.4 montrent que l'approche d�ecrite ci-dessus n'est pas n�ecessaire et nous nous sommes
donc appuy�es sans pr�ecaution sur la fonctionquad du module scipy.integrate
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pour �evaluer l'int�egrale I 0. Notons que des faibles erreurs relatives sont �egalement
observ�ees pour les autres int�egrales,I k (k = � 2; � 1; 1; 2) (les �gures ne sont pas
reproduites ici).



Annexe B

Analyse �energ�etique de la
propagation des �ssures

B.1 Raisonnement de Gri�th

Gri�th (1921) a �et�e le premier �a �etudier la rupture d'un point de vue �energ�etique.
Il �etudie l'�eventualit�e de la propagation d'une �ssure sous chargement constant.

Si l'on cr�ee une longueur de �ssurel. L'�energie total � d'un milieu s'�ecrit :

�( l ) = Wp + Ws (B.1)

o�u Wp est l'�energie potentielle etWp est l'�energie dissip�ee.
Hypoth�ese de Gri�th (1921) s'�ecrit : la �ssure avance lorsque cela lui permet de

minimiser son �energie totale :
D'apr�es Gri�th (1921), il a compar�e les �energies avant et apr�es propagation sous

le même chargement :

| si Wp(l ) + Ws(l ) < W p(l + d l) + Ws(l + d l) : la �ssure n'�evolue pas et conserver
la longueur l ,

| si Wp(l ) + Ws(l ) � Wp(l + d l) + Ws(l + d l) : le corps "a int�erêt" �a accrô�tre la
longueur de la �ssure de dl pour minimiser son �energie.
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Figure B.1 { Energie total avant et apr�es la propagation sous le même chargement.

Concernant son raisonnement, la condition pour la propagation d'une �ssure
sera :

�( l ) � �( l + d l) (B.2)

B.2 Branchement de �ssure

Th�eorie de Gri�th se limite au cas d'une propagation de �ssure en ligne droite. En
r�ealit�e, sous un chargement donn�e, il faut consid�erer aussi la possibilit�e de changement
de direction de propagation de la �ssure la chargement, appel�e aussi branchement
de la �ssure. En g�en�erale, en pr�esence de branchement, sous chargement constant,
l'�energie total � ne d�epend pas seulement de la longueur de �ssurel, mais aussi d'un
angle � qui repr�esente la direction de propagation

� = �( l; � ) (B.3)
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Figure B.2 { Branchement de la �ssure.

Dans la cadre de l'extension de la th�eorie de Gri�th, Erdogan and Sih (1963) a
propos�e une crit�ere pour pr�edire la direction de propagation de �ssure.

Hypoth�ese de Erdogan and Sih (1963) s'�ecrit : La �ssure se d�eveloppera dans
la direction dans laquelle la variation de l'�energie totale par une unit�e de longueur
d'avancement de �ssure sera minimum et la �ssure commencera �a crô�tre lorsque cela
lui permet de minimiser son �energie totale.

D'apr�es cette hypoth�ese, la �ssure commence �a se propager dans la direction
� = � 0, sous une unit�e de longueur d'avancement dl, si elle satisfait deux conditions :

| �( l + d l; � 0) � �( l; � 0).

| � � = �( l + d l; � 0) � �( l; � 0) est maximale8� 2 [� �; � ].

Notre �etude dans la section 3.6.1 repose sur l'hypoth�ese de Erdogan and Sih
(1963) : le mode de propagation de la �ssure choisi est li�e �a la valeur minimale de la
variation de l'�energie totale � �( � 1; � 2) lors d'une unit�e de longueur d'avancement�� ,
o�u �� 1 + �� 2 = �� .
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