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Resune

Le cecollementa l'interface constitue I'un des principaux modes de ruine pour
les maeriaux heerogenes de type "inclusion-matrice". Du point de vue de la
mocklisation, il est donc essentiel de cecrire le comportement de tels maeriaux
comportant des interfaces partiellement cecolees.

Dans le cadre de la necanique lireaire de la rupture (enelasticie plane), ce travail
concerne tout d'abord I'analyse de ssures interfaciales sitteesa la frontere d'une
inclusion circulaire, immergee dans une matrice in nie. La solution gererique d'un
tel probeme, s'appuyant sur la nethode des potentiels complexes de Muskhelishvili,
aee propose par Perlman et Sih (1966). Cette solution gererale aet appligee
successivement aux cas d'une ssure unique et de deux ssures synetriques par
Toya (1974) et Prasad et Simha (2002, 2003), respectivement. Nous utilisons ici la
methodologie de Perlman et Sih (1966) pour calculer la solution au probeme de
deux ssures d'interface de longueurs dierentes, mais partageant le méme axe de
symnetrie. Sur la base de la solution obtenue, nous analysons ensuite la propagation
de deux ssures initialement synetriques. Nous montrons que la propagation peut
etre asynetrique : la longueur d'une des ssures cro, tandis que celle de l'autre
reste constante.

Ensuite, le schema d’homogereisation de Mori-Tanaka est adope pouretudier
I'e et du decollement partiel de l'interface sur le comportement macroscopique
du maeriau. Finalement, nous pesentons une courbe de contrainte-ceformation
macroscopique du materiau reerogene de type "inclusion-matrice” soumisa une
traction uniaxiale tenant compte de 'endommagement d au cecollementa l'interface.
L'in uence de paranetres tels que fraction surfacique des inclusions, taille des
particules et angle initial des ssures sur cette courbe est examiree.

Mots-cés : Methode des potentiels complexes ; mecanique de la rupture ; interface
inclusion-matrice ; methodes d’homogereisation ; loi macroscopique d'endommage-
ment, cecollement.



Abstract

Debonding at the interface is one of the main failure modes for "inclusion-matrix"
materials. From a modeling point of view, it is therefore essential to describe the
behavior of such materials with partially bonded interfaces.

In the framework of 2D linear elastic fracture mechanics, this work concerns rst
of all the analysis of interfacial ssures located at the boundary of a circular inclusion,
immersed in an in nite matrix. The generic solution of such a problem, based on
the complex potential method of Muskhelishvili, has been proposed by Perliman and
Sih (1966). This general solution was applied successively to the cases of a single
crack and two symmetric cracks by Toya (1974) and Prasad and Simha (2002, 2003),
respectively. We use here the methodology of Periman and Sih (1966) to calculate
the solution to the problem of two interface cracks of di erent lengths, but sharing
the same axis of symmetry. On the basis of the solution obtained, we then analyze
the propagation of two initially symmetrical cracks. We show that the propagation
can be asymmetrical : the length of one of the cracks grows, while that of the other
remains constant.

Then, the Mori-Tanaka homogenization scheme is adopted to study the e ect of
the partial debonding of the interface on the macroscopic behavior of the material.
Finally, we present a macroscopic stress-strain curve of the "inclusion-matrix" material
subjected to uniaxial traction taking into account damage due to debonding at the
interface. The in uence of parameters such as surface fraction of inclusions, particle
size and initial crack angle on this curve is examined.

Keywords : Complex potential method ; fracture mechanics ; inclusion-matrix
interface ; homogenization methods; macroscopic damage law ; debonding.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte gereral et I'objectif de la these

La pediction de la micro ssuration dans les maeriaux geologiques et du genie civil
tels que les roches argileuses ou les lketons est d'un inerét majeur, notamment dans
le contexte du stockage souterrain des cechets radioactifs. Il est en e et primordial
de disposer d'outils permettant d'assurer que les proprees naturelles detancleie
de l'ouvrage et de la barrere geologique seront su santes tout au long de la duee
de vie du stockage. Plus gereralement, la ssuration est un mecanisme pesent dans
la quasi- totalie des structures de genie civil, et sa compehension est indispensable
pour la pevision de leur tenuea long terme visa-vis des sollicitations mecaniques,
mais aussi thermiques, hydriques ou chimiques.

Du point de vue de la microstructure, les roches argileuses peuvent étre consiceees
comme un composite du type "inclusion-matrice”, dans lequel on peut supposer que les
inclusions (alcite et quartz) sont spteriques en 3D ou circulaires en 2D et distribLees
de manere akatoire dans la matrice argileuse ( , ).
Dans ces matriaux, l'interface joue un rble tes important dans le comportement
mecanique. En fait, 'un des modes de rupture courants dans les composites est la
rupturea l'interface (Figure 1.1). La esistance interfaciale in uence largement les
proprees necaniques du composite (la rigidie, la esistance et le comportement
a la rupture...) ainsi que les proprees hydrauliques (permeabilie...). Du point de
vue de la mocelisation, il est donc essentiel de pouvoir decrire avec pecision le
comportement gereral des composites de type "matrice-inclusion” comportant des
interfaces partiellement ssuees.
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20 um

Figure 1.1 { Section transverse d'un composite isotrope renfore@ de bres en traction
uniaxiale ( : )

La ssuration des geomatriauxa matrice argileuse a fait I'objet de nombreuses
recherchesa caracere expgerimental et theorique, mais sa compehension et matrise
pour des applications industrielles recessite encore des e orts, notamment sur le plan
de la moctlisation constitutive. Dans ce contexte, il est maintenant reconnu que les
approches multiechelles prenant en compte la complexie des microstructures et des
interactions physiques qui y ogerent seront recessaires pour compkter et enrichir
la capacit pedictive des approches macroscopiques plus traditionnelles. Pour cela,
la solution de Eshebly au probeme d'une inclusionequivalente inegee dans une
matrice in nie reste jusqua pesent la pierre angulaire de letude des proprees
e ectives de maeriaux reerogenes ( , ). On peut citer les applications
importantes de la solution de Eshelby au homogereisation des milieux multi ssues
tels que : I'estimation des proprees e ectives de maeriaux ssues ( : b;

, ; , ), puis la prise en comte
des e ets de fermeture et de frottement des ssures ( : ; ,
; , ; , ), ainsi que les e ets de la pression
interstitielle ( , ; ) ; ,
: ) et I'e et de I'anisopitri ( , ; ,
).

Cependant, une limitation des travaux ci-dessus, du moins pour le probeme qui
nous inkeresse ici, est qu'ils supposent une adrerence parfaite entre l'inclusion et la
matrice c'esta-dire la continuie du ceplacementa l'interface. Un objectif de cette
threse est d'explorer les voies possibles de ceveloppement d'un mocele d'inclusion-
matrice qui inclut un dcecollement partiela l'interface (Figure 1.2). Il permettrait

alors de mockliser la ssuration qui se localise tes souvent sur cette interface.
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Interface parfaite Interface fissurée

Figure 1.2 { Mockle d'inclusion-matrice avec cecollement partiela l'interface

En esune, il est essentiel de cecrire le comportement des magriaux des mageriaux
reerogenes comportant des interfaces partiellement cecolees. L'objectif de la trese
est de :

| Developper un mocele analytique ou semi-analytique d'inclusion-matrice qui
inclut un cecollement partiela l'interface.

| Analyser la propagation des ssures d'interface en se basant sur la mecanique
lireaireelastique de la rupture.

| Impkmenter la solution obtenue dans les sclemas d'homogereisation pour
estimer les modules e ectifs de materiaux etetudier le comportement macro-
scopique du maeriau tenant compte de I'endommagement dd au decollementa
I'interface.

Dans cette introduction, nous pesentons d'abord la composition des roches
argileuses dans le contexte du stockage souterrain des cechets radioactifs. Puis, nous
introduisons des notion de base de la nmecanique de la rupture pour la mocklisation
de la propagation des ssures d'interface. Nous passerons ensuite en revue la treorie
de 'hnomogereisation des maeriaux reerogenes. En n, le contenu du travail de trese
sera cecrit.

1.2 Roches argileuses

Les roches argileuses, ou argilites, du site de Bure sont des roches bien com-
pacees du Callovo-Oxfordford (COx) sitteesa l'est du bassin parisien (

, ). L'argilite du COx se carackrise par une tes faible conductivie hy-
draulique qui limite le transfert de I'eau et par un faible coe cient de di usion qui
retarde consicerablement le transport de solues. L'argilite aegalement un faible
ceformabilie et une forte capacie d'absorption des radionuckides ( ,

). Ces proprees avantageuses en font une roche-ho6te potentielle pour le stockage
des cechets radioactifsa haute activiea grande profondeur. Cette formation argileuse
gdimentaire, d'environ 150 m dépaisseur, est sitteea environ 500 m de profondeur.
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La gure 1.3 illustre un sckema geologique typique Brommundt et al. (2014) de la
egion orientale de la France.

Callovo-Oxfodien

Figure 1.3 { Schema geologique de l'est de la France (Brommundt et al., 2014).

Suivant les etudes de Chiarelli et al. (2003) et Robinet et al. (2012), les ca-
raceristiqgues de base de cette argile en fonction de la ssquence stratigraphique sont
de 15%a 30% de tectosilicates (principalement du quartz et des feldspaths), 20%a
25% de carbonates (principalement de la calcite et de la dolomite), 35%a 60% du
taux d'argile (principalement illite et illite/smectite interstratiee, kaolinite, mica
et chlorite) et 0%a 3% de pyrite. Comme le montre la gure 1.4, la composition
mireralogique change de manere signi cative en ce qui concerne la profondeur des
couches rocheuses (Andra, 1999).
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Figure 1.4 { Variation de la fraction volumique de la matrice argileuse, de la calcite
et des grains de quartz en fonction de la profondeur ( ,

)-

Du point de vue de la composition du maeriau, l'argilite peut étre alors consiceee
comme un composite triphage du type "inclusion-matrice”, dans lequel les phases de
calcite et de quartz incorpoees sont supposes etre spteriques en 3D ou circulaires en
2D et distriblees de manere akatoire dans la matrice argileuse (

, )-
O O O < Phase 0: Clay matrix
O~ 90 e\

Phase 1: Calcite

Phase 2: Quartz

Figure 1.5 { Volumeekmentaire repesentatif de I'argilite du Callovo-Oxfordien

( , ).
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1.3 Introduction de la necanique de la rupture
d'interface

Depuis le travail de pionnier de ( ), la pediction de la esistance des
maeriaux solidesetait base sur des approches prenonenologiques. De hombreux
crieres de rupture prenonenologiques en termes de contrainte ou de ceformation
onteke proposes etetalonres par rapport aux esultats exgerimentaux. Dans les
crieres couramment utiliees, une enveloppe de rupture dans I'espace de contrainte ou
de deformation est construite sur la base de donrees exgerimentales avec un nombre
limie d'essais.

En gereral, les theories classiques pedisent la rupture des materiaux et structures
avec une pecision satisfaisante dans les applications ai le champ de contraintes est
relativement uniforme. Pourtant, ces theories ne soient pas encore ables pour un
milieu keerogenea cause des cefauts pesenes dans des maeriaux eels. En e et, la
pesence des ssures dans les magriaux peut entramer la perturbation de contraintes
a la pointe des ssures. Donc, de nombreuses ruptures structurelles ontee obserees
a des contraintes bien inkerieures aux valeurs critiques speciees dans les treories
classiques.

L'approche de letude de la rupture qui permet de prendre en compte |'existence
de cefauts dans les maeriaux esta nmecanique de la rupture qui fournit un traitement
quantitatif base sur une analyse des contraintes, leesa la esistancea la rupture
sous dierentes types de chargement et geonetrie structurelle contenant des defauts
( , ). La caraceristique principale de la necanique de la
rupture est qu'une ssure existe cep. La nuckation de ssures peut &tre traiee
par le criere coupk (contrainte et energle) de ( ), la mecanique de
I'endommagement ( ).

Dans le domaine de la mecanlque Ilrealreelasthue de la rupture, tout le corps
est suppoe se comporter de manere elastique lireaire. De plus, la mecanique
lireaireelastique de la rupture est utilisee pour mockliser la rupture de materiaux
essentiellement fragiles. Pour la ssuration d'un matriau homogene, le lecture peut
se ekrer aux livres de ( ) ou de ( ). Ce nemoire
concerne la ssuration de l'interface d'un bimatriau. Un inerét particulier est donc
porea la propagation des ssuresa l'interface entre deux maeriaux distincts.

Les premiers travaux concernant la mecanique de la rupture des ssures d'interface
sont dusa (1959); (1965); (1965); (1965);

( ). Ce sujet reste de nos jours un domaine de recherche

tes actif.
Deux approches de la mecanique de la rupture ontet ceveloppees pour l'analyse
des ssures interfaciales ( , ). L'un s'appellée mocele ouvert et

l'autre s'appellele moctle de contact Dans le mocele ouvert, les evres des ssures
doivent étre libres de tractions alors que dans le mocele de contact, les kvres de la
ssure sont supposes entrer en contact au niveau des deux extemites de la ssure
sous l'application de la charge. La premere approche est base sur les travaux de

( ); ( ); ( ), tandis que la seconde
est essentiellement base sur les travaux de ( , );

(1979), (1987); (1988).
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Dans cette section, nous pesentons brevement les principales notions de la
nmecanique de la rupture pour les ssures interfaciales. Nous supposons que les
ssures sont ouvertes, c'esta-dire que le vecteur contrainte est nul sur les deux evres
des ssures.

1.3.1 Champ de contrainte et e&eplacement

Figure 1.6 { Syseme de coordonrees en pointe d'une ssure

Consicerons une ssurea l'interface entre deux maeriauxelastiques dissemblables
avec le module d'Young et le coe cient de Poisson pour les kvres superieure et
inkrieure, noes respectivementE; et ; (j = 1;2) (voir la gure 1.6). Selon la
solution analytique pour une ssure d'interface plane ( , ), I'expression
asymptotique de la contrainte et du deplacement relatif lorsques ! 0 (s est la
distance depuis la pointe de ssure) est la suivante :

m@f=®+iwﬁ'=®=¥%§l% (1.2)

8 K .-
uy(s) +i uy(s) = —_g' 12, 1.2
v(8) <(8) 1+2i cosh( )E P (1.2)
al s et' sontles coordonrees polaires de podlea la pointe de la ssure (voir la
gure 1.6) et 2=E =1=E, +1=E, (E; = E; pour les probemes de contrainte plane,
E, = E=(1 j2) pour les probemes de deformation plane). Dans cette formule
ci-dessusK est le facteur d'intensie de contrainte complexeK = K; +i K (il sera

discuk plus tard) et est la constante e nie comme suit :

1 +
= —|nt_*t2. (1.3)
2 2t 21
a ; =3 4, pour la ceformation plane, et ; = i j pour la contrainte plane
et ;= E—']) est le module de cisaillement. La singularie oscillatoirs' dans les

2(1+
equations (1.1) et (1.2) peut &tre ewek en utilisant la formule d'Euler :

s' =cos( Ins)+isin( Ins): (1.4)
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Figure 1.7 { Distribution de deplacement u, pes de la pointe d'une ssure
d'interface.

Clairement, si =0, les oscillations en pointe de ssure disparaissent. Pour deux
matriaux dont les coe cients de Poisson sont positifsj j  0:175. Legalie a lieu
lorsque ,=;!'1 et ;=00u ;=,!1 et ,=0.

A cause de la pesence du terme d'oscillatios’ , quelques commentaires sur les
champs de contrainte et de ceplacement dans les deuxequatiofk.1) et (1.2) sont
( , )

| Lasingularie des contraintes de types 2* et la cependance des ceplacements
relatifs visa-vis de s selons'™* pes de la pointe de ssure impliquent que
les contraintes et les ceplacements pesentent un caracere oscillant lorsqu'ils
changent ince niment de signe lorsques s'approche de 0 (voir la gure 1.7).

| La nature oscillatoire du champ de ceplacement implique l'intergeretration de
deux faces de ssure, ce qui est physiquement inadmissible. En d'autres termes,
les faces de la ssure doivent entrer en contact pes de la pointe (voir la section
1.3.4).

| Dans le cas particulier de = 0, les termes oscillatoires disparaissent et les
champs de contrainte et de ceplacement pes de la pointe ont exactement les
meémes formes que ceux des maeriaux homogenes.

1.3.2 Facteur d'intensie de contraintes complexe

Dans le contexte de la mecanique lireaire de la rupture, nous admettons la
singulariea la pointe de la ssure. Les facteurs d'intensie de contraintes sont utilises
pour exprimer le niveau de cette singularie.

D'apes les expression(1.1) et (1.2), la partie eelle et imaginaire du facteur d'in-
tensie de contrainte complexeK joue un role similairea celui les modes d'ouverture
(mode 1) et de cisaillement plan (mode Il) dans des probemes homognes sk 0.
Cependant, pour 6 0, les composantK ; et K, ne repesentent pas respectivement
les modes conventionnelles | et II. En raison du terme d'oscillation, méme un charge-
ment en mode pur | entrane des contraintes de cisaillementa la pointe de la ssure.
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Par congquent, les deux parties de facteur d'intensie de contraintes complexe sont
toujours coupeks.

Lequation (1.1) montre que le facteur d'intensie de contrainte a une dimension
MPa m!? ' c'est donc un concept qui n'a aucune signi cation physique. Ainsi, il
convient de ¢k nir les facteurs d'intensiEpde contrainte K, et K;; au sens classique
(avec des dimensions physiquesMPa = m) par l'introduction d'une longueur de
ekrence suppementaire * ( , ). Donc, sur la base de I'argument de Rice, le
facteur d'intensie de contrainte complexe de type classique est te nie comme suit :

+i i
ﬁpz'%”:f’ ; (1.5)

En e et, les deux ¢ nitions (1.1) et (1.5) sont essentiellement identiques et peuvent
etre lees par :

wx(S;" =0)+i xy(S;l =0) =

K, +iK, = "K: (1.6)

1.3.3 Mode mixte

Puisque les deux parties de facteur d'intensie de contraintes complexe sont
toujours coupeks, il est utile de e nir le mode mixte. En e et, le mode mixte decrit le
rapport entre la partie imagine et la partie eelle du facteur d'intensie de contraintes
complexe :

KII
tan = — 1.7
<R L7
ce quiequivauta
tan K = A , (18)
yy S

Puisque les facteurs d'intensie de contrainte¥, et K, dependent de la longueur
de etrence *, I'angle de mode mixte cependegalement la longueur de egrence. Si
la valeur * est remplace par'° I'angle de mode mixte est cecak de (

: )
~0
0

kK= k* In<: (1.9)

1.3.4 Zone de contact

Dans une ssure d'interface, les ceplacements de la surface de la ssure pesentent
un caracere oscillant, c'esta-dire qu'ils changent de signe ince niment lorsques
approche de zro. Cette nature oscillatoire signi e que les surfaces de ssure sugerieure
et inerieure se chevaucheront pes de la pointe de la ssure, ce qui est physiquement
irealiste. Neanmoins, comme l'explique ( ), la solution oscillante reste
pertinente pour l'analyse de la propagation de la ssure si la taille de la zone de
contact est beaucoup plus petite que la longueur de la ssure.

En ce qui concerne la taille de la zone de contasg, ( ) la ¢k nit comme
etant la plus grande valeur des pour laquelle uy(s) = 0. A partir de lequation
(1.2), les solutions sont de la forme :

<

K i —
147 sc =0 (12.10)
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qui donne " ! )#
1 <(K)+2 =(K
se=exp - tan ' :EK; 5 <EK; +n (1.11)
pourn=:::; 2; 1;0;1;2;::: etil faut choisir la plus grande valeur den telle que

s est inkrieure etegalea la longueur de la ssure.

Lorsque la taille de la zone de contact peut devenir comparablea la longueur de
la ssure, les conditions de contacta petiteechelle ne sont plus valables. En raison
de la pesence d'une zone de contact importante, il n'y a plus de mode de fracture |
en avant du fond de ssure. Ainsi, la ssure d'interface se developpe exclusivement
en mode Il

1.3.5 Taux de restitution de Energie

Pour analyser la propagation de la ssure, nous utilisons un criere base sur le
taux de restitution denergie G ( , ). Le taux de restitution denergie est
lenergie dissipee lors de la ssuration par unie de surface de la fracture nouvellement
ceee. En raison de la nature oscillatoire des champs de contrainte et de ceplacement
au voisinage de la pointe de ssure d'interface, les taux de restitution denergie en
mode | et en mode II,G, et G, , en utilisant la technique inegrale de fermeture
de ssure de ( ) n'‘existent pas pour les ssures d'interface ( ,

; , ). Cependant, le taux de restitution dénergle
total G ek ni commeetant G, + G;, existe toujours (

, ). On peut montrer que la formule de ( ) reliant Ie
taux de restitution denergie total d'une ssure d'interface au facteur d'intensie de
contraintes complexeK skcrit, dans le cas d'une ssure d'interface (

, 1965) - B
KK

— 1 .
G= E cosf( )

(1.12)

1.3.6 Criere de propagation

Selon le criere energetique base sur le taux de restitution denergie, la s-
sure se propage lorsque le taux de restitution denergie atteint une valeur critique.
L'experience de ( ) montre que la esistance d'interface pour un
syseme bimatriel donre n'est pas une constante, mais cepend du mode mixte .
Le criere du taux de restitution denergie peut donc &tre exprine par :

G =G k) (1.13)
al G, est la valeur critique de taux de restitution denergie. Dans ce contexte,
( ) ont propose deux crieres comme suit :
Ge( k)= Gic(L+tan?[(1 ) «]); (1.14)
Ge( k)= Gie[l+(1 )tan® ] (1.15)
al traduit I'in uence de la contribution en mode Il ( = 1 corresponda une

interface constante, sans e et de mode mixte) eG,. est la enacie en mode |
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pur (assoceea la valeur minimale deG.). Pour les interfaces comme verreepoxy,
le criere (1.14) avec =0 repesente une tes bonne approximation des esultats
experimentaux (voir ( )i ( )i

(2000).

Notons que, comme aborce dans la section 1.3x cepend de la longueur de
ekrence . Par conequent, la variation de la longueur de ekrence assocee au
changement deG.. ( ) ontegalement propos une slection
de la longueur de ekrence, c'est que le choix de placer la valeur minimale Gg
corresponda la valeur zro de mode mixte . Donc, si ¢ =0 alors G; = G,..

1.4 Introduction de la nethode d’'homogereisation

Dans le calcul des structures, les makriaux constitutifs sont souvent supposs
homogenes. En ealie, le maeriau est toujours reerogenea uneechelle inkrieure,
plus ou moins petite suivant les matriaux. C'estevident dans le cas des magriaux
composites ainsi que des maeriaux geologiques et du genie civil tels que les roches
argileuses ou les ketons. Pour le dimensionnement d'une structure d'un tel maeriau,
on cherche donca remplacer le maeriau heerogene par un milieu dit homogene
equivalent caracerie par des proprees necaniques e ectives.

Le but de la cemarche d’homogereisation est de pedire le comportement mecanique
d'un maeriau reerogene en utilisant des informations releesa la microstructure.

Dans son travail de pionnier, ( ) a esolu le probeme gereral du
maeriau. Les travaux d'Eshelby constituent l'ossature theorique de I'analyse de nom-
breux probemes d'inerét en mecanique des materiaux composites. Dans la literature,
I'approche d'Eshelby aet largement adopee dans divers schemas d’homogereisation
pour pedire les modules e ectifs des matriaux le schema dilee ( , ),
le screma de Mori-Tanaka ( , ; , ), le schema
auto-colerent (Hill, ; , ; ,

), le screma dierentiel ( : ), le sckema Ponte Castaneda et Willis
( : ), le schema Interaction Direct Derivative (

: ).

Dans cette section, les principes de base de la nethode d’homogereisation sont
pesenes. L'objectif est de pedire les modules e ectifs de materiaux hleerogenes
de type "inclusion-matrice”, qui correspondenta la microstructure des roches ar-

gileuses ( : ). Pour plus de cetails sur la cemarche
d'’homogereisation, le lecture peut consulter les livres de ( ), de
( ) ou la these de ( ).

1.4.1 Comportement homogrei®e d'un volumeeémentaire
repesentatif du maeriau reerogene

La mise oeuvre d'une approche micromecanique recessite de ¢ nir un volume
ekmentaire repesentatif (VER) du matriau etude (Hill, ; ,
). Le VER est ainsi forne a partir de I'ensemble des constituants choisis
(inclusions, ssures, pores, etc.) pour la description du maeriauetude (voir la gure
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1.8). Ce volumeekmentaire repesentatif doit satisfairea deux conditions (
: )
| Etre plus grand que la longueur caraceristique des constituants a n que leur

nombre soit su sant pour permettre une repesentation statistique correcte du
maeriauetude.

| Etre plus petit que la longueur caraceristique d'une structure mecanique pour
pouvoireventuellement étre remplae par un maeriau homogene equivalent
lors d'un calcul de structure.

En d'autres termes :
d | L (1.16)

Figure 1.8 { Echelle macroscopique etechelle microscopique ( ,

)

Nous consicerons un VER du maeriauelastique lireaire reerogene constitie
de N phases de type inclusions, immergees dans une matrice in nie (phase "m").
Les inclusions de chaque phase ont des proprees necaniques dierentes. Nous
repesentons ce VER par un volume repesentative , avec sa frontere@. Nous
cesignons le volume repesentatif de la phask (k = 1;:::;N) par |. Sa fraction
volumique estf} = 1=. Le VER du maeriauetant ¢ ni, il convient maintenant
de peciser les conditions aux limites du probeme d’homogereisation qui seraetude.
Deux types de conditions au bord sont gereralement consicees en homogereisation
des maeriaux : i. ceformations homogenes au bordji. contraintes homogenes au
bord.
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u(x)==2-x I'(x)=Cn

Figure 1.9 { Conditions au bord

Beformations homogenes au bord. Le premier probeme est la condition dite :
"ceformations homogenes”, impose au pointx de la frontere @ du VER et ¢ nie
par (Figure 1.9,a gauche) :

ux)=" x; 82@ (2.17)
La condition aux limites d' ( ) implique :
1 4 X
"z Hi=—~— "(x)d= f™m+ fe'k (1.18)
] k=1

al f™ est la fraction volumique de la matrice,"™ et ", sont respectivement des
ceformations moyennes dans la matrice et dans la phase(k = 1;::;;N), et ™.
Consicerant le comportement lireaireelastique de la matrice et des phases d'inclu-
sions, le principe de superposition implique I'existence d'une relation lireaire entre la
ceformation macroscopique® et les ceformations moyenne$™ et "}, :

"= ATt et Mh= A (1.19)

@ A™ et Al sont les tenseurs de concentration des ceformations du quatreme ordre
de la matrice et de la phas&, respectivement. La consiceration suppementaire

de la egle de la contrainte moyenne; = hi =f™ M+ ! | donne la loi de
k=1
comportement macroscopique (Hill, ):
—=C° :" avec C°® =C"+ fe (G CM): A (1.20)
k=1

est tenseur delasticie homogereie. C, repesente tenseur de moduleselastiques de
la phasek et C™ est celui de la matrice.
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Contraintes homognes au bord. La condition au bord alternative est les
contraintes homogenes (Figure 1.9,a droite) :

T(X)= " n;, 8&2@ (1.22)

De facon analogue, dans le cas de la traction homogene imposea la limite du
VER, nous pouvons montrer que :

=S - (1.22)

a S° estle tenseur de souplesse homogerei®e :

ST =S+ fi(S, S™:B (1.23)
k=1

et a le tenseur B est analogueaA, appek le tenseur de localisation des contraintes,
tel que :
M=B":~ et | =B~ (1.24)

Dans lequation (1.23), S, et S™ repesentent respectivement les souplesses de la
phasek et de la matrice. On note l'identie S|, = (C,) *etS"=(C") ?!

S® et C° ne sont pas rigoureusement inverses l'un de l'autre. Si la condition
de sparation des echellesd | est satisfaite, on admet que les deux types de
sollicitation sontequivalents ( , ; , ).

1.4.2 Quelques sctemas standard d'estimation du tenseur
célasticie e ectif

Sclema dile

Le schema dilte stipule que chaque inclusion se comporte comme une inclusion
isobe dans la matrice in nie soumisea l'in nia une deformation macroscopique
homogene*, ce qui correspond au probeme de I'reerogereie d'Eshelby. Les interac-
tions entre les inclusions sont regligees. Le tenseur de concentration moyenne de la
phasek est donre par :

A=[+P.:(C CM* (1.25)
al | est le tenseur d'identie de quatreme ordre etP, est le tenseur de ( ) de
la phasek. Des solutions deP), sont disponibles pour un certain nombre de formes
d'inclusion et de synetries du tenseur delasticie de la matrice ( , ; :

; : ; : ; , )

En remettant le esultat ci-dessus dans la relatior(1.21), I'estimation du tenseur

delasticie homogene est obtenue par le sctema dilwe :

X
CPt =C"+ (G O+ P:(G CcM? (1.26)

i=1
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Par analogie, dans le cas d'une contrainte macroscopique homogehenposea
la limite du VER. L'estimation du tenseur de souplesse e ectif secrit :

X
St =8+ (S SO+ Qi(S sSM Y (1.27)
i=1

al Q, est le tenseur analogue &, on note l'identie ( , ) :

S":Q + S, :C"=| (1.28)

Sclema Mori-Tanaka

Pour prendre en compte l'interaction entre les inclusions, une autre approche
souvent utilie dans la literature, c'est le screma de ( ). Dans
ce schema, les inclusions repesentatives de chaque sont encore plongees unea une
dans la matrice in nie, soumise cette foisa I'in nia la ceformation "™ (au lieu de la
ceformation macroscopique™®). L'estimation du tenseur delasticie e ectifa 'aide
du schema de Mori-Tanaka est exprinmee par la forme :

X
CMT =C"+ (G C):[I+P (G CM] A" (1.29)

i=1

Dans la forme ci-dessous, les formules des tenseurs de localisation en deformation de
la matrice et de la phasek sont e nies comme suit :

h X o Iy
At =M+ fiI+ P (G CM Y (1.30)
i=1

A =[l+P :(C, CM *:A" (1.31)

Une cemarche similaire en contrainte macroscopique imposeeaurait conduit au
sctema de Mori-Tanaka pour le tenseur des souplesses e ecti@&$' , donree par la
relation suivante :

X
SMT =g+ fi(Sk. SMH:[I+Q.: (S S™ :B™ (1.32)
i=1
al
h X S I
B"= f™+ fiI+Q:(S, SM ! ; (1.33)
i=1
B.=[I+Q :(S, S ':B" (1.34)

1.5 Contenu du travail de tlese

Ce travail est pesent dans ce document en trois chapitres :
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Au chapitre 2, la trese se concentre sur le probeme de deux ssures dissynetriques
en forme d'arc sitltee le long de l'interface entre une reerogereieelastique circulaire
et une matrice in nie soumisea une contrainte uniformea l'in ni (Figure 2.1). Parmi
les dierentes nmethodes mathematiques pour esoudre ce probeme, nous trouvons
que la methode de potentiels complexes ( ) est bien appropree
pour prendre en compte la pesence des ssures. Dans cette nethode, les contraintes
et les ceplacements sont exprines en termes de fonctions de variables complexes. Des
contributions importantesa ce probeme ont cepet rapporees dans la literature.

( ); ( ); ( , ) ont utiliee
cette methode pouretudier le probeme des ssures sitlees le long de l'interface d'une
inclusion circulaire inegee dans un solide in ni. Cependant, ces travaux ontee soit
limiesa une seule ssure oua deux ssures synetriques, soit ont donre le syseme
dequations pour le probeme multi- ssures sans la solution nale. Nous avonsetabli
la solution pour le cas de deux ssures asynetriques.

Au chapitre 3, I'expression des facteurs d'intensie de contraintesa I'extemie des
ssures est pesenee. Pour \eri er la solution, les facteurs d'intensie de contraintes
analytiques pour dierents valeur d'angles de ssure dans le cas de la traction
uniaxiale sous des conditions de dceformation plane ontee compaesa la solution
obtenue par la nethode nunerique d'extrapolation des sauts de ceplacements. On
calculeegalement le taux de restitution denergie totale pour la ssure d'interface. Ce
paramnetre est important pour pedire la ssuration des magriaux dans le contexte de
la mecanique lireaireelastique de la rupture. Sur la base de la solution obtenue, nous
analysons la propagation de deux ssures initialement synetriques. Nous montrons
que la propagation peut étre asynetrique : la longueur de I'une des ssures cro¥,
tandis que celle de l'autre reste constante.

Au chapitre 4, a partir de la solution du probeme eementaire d'interaction
inclusion-matrice pesenee dans le chapitre 2, nousetablissons la relation gererale
entre la contrainte macroscopique et la deformation macroscopique du materiaux
tenant compte 'endommagement dd au decollement partiela l'interface entre l'inclu-
sion et la matrice. Ensuite, on pesente une loi macroscopique d'endommagement
du maeriau reerogene de type "inclusion-matrice” soumisa une traction uniaxiale.
Finalement, on examine I'in uence de paranetres tels que : fraction volumique des
inclusions, taille des particules et angle initial des ssures sur la relation constitutive
du maeriau.



Chapitre 2

Resolution du probéme
d'interaction inclusion-matrice
avec akcollement partiela
I'interface

2.1 Introduction

Le chapitre 2 se concentre sur le probeme de deux ssures asynetriques en forme
d'arc sitiee le long de l'interface entre une teerogereieelastique circulaire et une
matrice in nie soumisea une contrainte uniformea I'in ni (Figure 2.1). Pour esoudre
ce probeme, nous utilisons la methode de potentiels complexes ( , ).
Dans cette nethode, les contraintes et les ceplacements sont exprines en termes
de fonctions de variables complexes. Des contributions importantesa ce probeme
ont cepet rapporees dans la literature. ( ); ( );

( , ) ont utiliee cette methode pouretudier le probeme
des ssures sitiees le long de l'interface d'une inclusion circulaire inegee dans un
solide in ni. Cependant, ces travaux ontet soit limiesa une seule ssure oua deux
ssures synetriques, soit ont donre le syseme dequations pour le probeme multi-
ssures sans la solution nale. En fait, le probeEme de l'interaction entre deux ssures
asynetriquesa l'interface inclusion-matrice est une solution gererale prolongeant
deux cas particuliers cepetudes dans la literature : une seule ssure (a1 une ssure
a une longueur nulle) et deux ssures synetriques (ai deux ssures ont la méme
longueur).

Ce chapitre est organise comme suit. Dans la section 2.2, nous pesentons la
solution gererale du probeme de deux ssures asynetriques. Cette solution contient
des constantes d'inegration. La cetermination des constantes d'inegration est
ensuite e ectiee dans la section 2.3. Finalement, la section 2.4 exprime l'expression
de contraintes sur la partie adlesive et de ceplacements relatifs sur la partie cecolee
de l'interface entre l'inclusion et la matrice.

17
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2.2 Position du probéme et forme gererale de la
solution

Consicerons le probeme de deux ssures de longueurs dierentes sitlees le long
de l'interface entre une reerogereieelastique circulaire de rayon a et une matrice
in nie soumisea une contrainte uniformea I'in ni (voir gure 2.1). Les deux ssures
L, et L, sont synetriques par rapporta lI'axe horizontal, chacune sous-tend un angle
de 2 (i =1;2). Dans ce qui suit, les domaineS* et S designent l'inclusion et
la matrice, respectivementE; et ; (resp.E;, et ;) sont le module d'Young et le
coe cient de Poisson de l'inclusion (resp. la matrice). En n,L, designe la partie
adresive de l'interface.

| Matrice

(G %) y

e N

IncIu5|on

|

|

| (E—z\ O//\Ll X
| a\

|

|

|

< —>
(G %
3DUWLH d) KpV
— 3DUWLH GPFRO
< YL __ __ _ _ —3DbuwlLH

Figure 2.1 { Deux ssures dissynetriques a l'interface inclusion-matrice sous
contrainte uniformea l'in ni

Pour ce probeme, le vecteur contrainte est nul sut,[ L, alors que la continuie
des contraintes et des ceplacements est requise duy. Ces conditions impliquent
que :

(rw)+t(r)1=0 surLi[ L (2.1)
(n)2t+( r)2=0 sur Ly [ L» (2.2)
Ce)atiC ¢ )1=0 w)2+i( r )2 surLy (2.3)
(U)1 +i(Uy)1 = (Ux)2 +i( uy)2 surLy, (2.4)

dans les quelles,, , dsignent des composantes (en coordonrees polaires) de
contrainte et uy, uy indiquent les composantes (en coordonrees caresiennes) de
teplacement.
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Suivant ( ), qui ontetude le cas de deux ssures |dent|ques
nous avons utilie la methode des potentiels complexes ( ,
, ). Selon la notation de ( ), les composantes de

teplacementu et de contrainte dansS* (ou S ) peuvent étre exprimees sous la
forme de deux fonctions analytiquedV et w :
()i +( )i = Wi(2)+ W (2); (2.5)
2( )i *i( ) TW@+ W@ WD) Z=2W @) (2.6)
@ . . o . _=0,_ e o
4 j@ (Ui +i(uy); =iz jWj(z) W;(2)+ zZW;(2) + (Z=2W;(2) ; (2.7)
avecj =1 pour z2 S* (l'inclusion) et j =2 pour z2 S (la matrice) et

3

j , contraintes planes —

' et |, wformations planes = 3 4 j- (2.8)
J

Nous utilisonsegalement les constantes suivantes :

1t 12 1+ 2) In

= - - % m= et = —; 2.9
2+t 21 o+ ) 2 (2-9)
a ;= E=2(1+ ;)] =1,;2 cenote le module de cisaillement.
Pour Ies ssures circulaires, il est commode d'introduire les fonctions & nies
comme suit ( : ; : )
—  a? a0 & a2 a’
i (2) W; . - W, ~ ZZWJ ~ (2.10)

En prenant le complexe conjugte d€2.10) et remplacant a?=Z par z, nous obtenons :

2 2
w@=5 T S W@ W) (2.11)

Puis, en substituant (2.11) dans lesequations (2.6) et (2.7), nous trouvons :

2 2
A +iC H=WE S+ S 2 W) (2.12)
2 2
4w riwl=iz W@ S L ZWe: e

En faisant tendre z vers un pointae de l'interface, les conditiong2.1), (2.2), (2.3)
et (2.4) deviennent :

W;(ad) ,(a€)=0 surLi[ L, (2.14)
W, (ad ) s(a€)=0 sur L;[ L, (2.15)
SLaW(ad)+ (@€ = LW, (ad )+ j(ad)] surL (2.16)

W) (ad) ,(a€)=W,(ad) ;(ad) sur Ly, (2.17)
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Les exposants + et dans les fonctiondV; et ;,j = 1;2 cesignent les valeurs limites
lorsquez! a€ depuisz 2 S* (linclusion) et z2 S (la matrice), respectivement.
Puisque les contraintes et les deplacements sont continues a travers la partie
adresive L, de l'interface, lesequations(2.16) et (2.17) peuvent &tre consiccees
comme les conditions de continuie déV; (z) et ;(z)a travers L, ( :
). Ainsi,W;(z) et 1(z) dans lesequations(2.16) et (2.17) peuvent &tre esolus
explicitement en termes deN,(z) et ,(z) comme

_ 2t 2 2 1
Wy(2) = —a+ 1)W2(Z) ) 2(2) (2.18)
_ 12 21 1t 21
1(2) = A+ 1 Wy(z) + ~a+ 2(2) (2.19)

En inerant ces deuxequations ci-dessus dans lesequatiofi@.14) et (2.15), nous
obtenons le probeme de Hilbert comme suit :

Wa(ad )  o(a€ )] + [Wa(ad) (a€)] =0 surL,[ L, (2.20)
Wo(a€ )+  ,(a€ )]* [Wa(a€ )+ (ad)] =0 surli[ L, (2.21)

La solution du probeme Hilbert nous donne les expressions &%, et , (
, ). Ensuite, nous substituons les expressions g et , dans les
equations (2.18) et (2.19). Nous obtenons les expressions W¢;, ., W, et , comme
suit :

1+ YWi(z) = mQ(2)+ (2)P(2); (2.22)
1+ ) 1(2) = mQ(2) (2)P(2); (2.23)
1+ YW2(2)=Q(2)+ (2)P(2); (2.24)
1+ ) 202)=Q(z2) (2)P(2); (2.25)
a1 nous introduisons la fonction de Plemelj (z, = a€ *, z, = ad( 2 ))
@D=(z 7))z z)i'@ ) M@ )i (226
o t t P P
Q(z) = e + ;1+ 2—22; P(z) = P22+ Pyz+ Py + 71+ 2_22; (2.27)
€, t1, to, P 2::1::: P> sont huit constantesa dceterminer. Ceci est discue dans la
section 2.3.

2.3 [etermination des constantes d'inegration

I. Le comportementa I'in ni de W, et dew, (4equations), ii. L'analyticie de W,
et w; enz = 0 (3equations) et iii. La condition d'univocie des ceplacements (1
equation).
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Comportementa l'inni de W, et de w,. Suivant ( ,
chap.lV,x4.10), ces fonctions se comportent comme suit :
Wy(z)= A + 0 z 2 (z!'1 ); (2.28)
wy(z)= B + 0 z 2 (z!'1 ); (2.29)
al
2A = L+ Lo et BY= L L+2i} (2.30)

et 1 cenote la contraintea I'in ni.
Dans la pesente section, nous utiliserons les ceveloppements asymptotiques de la
fonction de Plemelj a I'in ni eta l'origine :

(2)=z21+z2 Fp+02z?2 (z'1 ); (2.31)

(2) = Fyo 1+ zFy1 + 2°F1, + 0 23 (z! 0); (2.32)
a les symbolesF;; ontee introduits par ( ) pour ;= .
Quand ; 6 ,, nous trouvons :

aFio= exp2 ( 1+ 2); (2.33)

aFi;=cos 1 cos ,+2 sin ; sin 5 ; (2.34)

a’Fi,= 22 cos2; cos2, 4sin ;sin ,

+2 sin2 ;+sin2 , sin( 1+ »)

+ 2+ 3 c0S2,+C0S2, COS 1COS (2.35)
alFy=cos,; cos, 2 sin g, sin ,: (2.36)

En introduisant le developpement asymptotique(2.31) dans lequation (2.24) et
en identi ant avec lequation (2.28), nous trouvons :

Po,+eg=(1+ )A! et P+ F P,+t,=0: (2.37)

Ensuite, la combinaison desequationg2.10), (2.28) et (2.29)fournit le ceveloppement
suivantde ,enz=0:

»(2) = j—zs_u o) (z! Oy (2.38)

qui, en identi ant avec lequation (2.25), conduita :
FioP 2+ t,=(1+ )a’BT; (2.39)
FlOFllp 2+ FlOP 1 tl =0: (240)

Analyticie de W, et de w;a z=0. Nous exprimons en n queW; et w; doivent
etre analytiques enz = 0. En ceveloppant lequation (2.22) et en exprimant que la
puissance regative dez doit dispara'tre, conduita :

FlOP >+ mt, = 0 et FlOFllp 2+ FlOP 1+ mt; = 0: (241)



Chapitre 2. Resolution du probeme 22

Pour exprimer l'analyticie de w; enz = 0, nous combinons lesequations(2.10)
avec les ceveloppements asymptotiques desequation®.22) et (2.23)enz! 0 et
z!1 | respectivement. On a :

FioF12P 2+ Fio F11P 1+ Pg P+ m e+ & =0; (2.42)
et
Pi+ F»P, mt;=0: (243)
Lesequations (2.37), (2.39), (2.40), (2.41) et (2.43) conduisent ensuitea :
o=+ )Al Py 14=0; L= o BT (2.44)
2 1 ' 2 1 +m ’ .
F
P 2 = ﬂtz, P 1= m 11t2; Pl = F21P2; (245)
F1o Fio

et on voit qu'il ne reste que deux constantes d'inegration inconnues,a savoirP, et
P,, qui sont lees par lequation (2.42)
142m <(P) i =(P) FiuPo= mer— 21+m Al
2 —\r2 1070 — 1+m
+ FZ Fi @BT ; (2.46)

al < et = esignent les parties eelle et imaginaire de leur argument.

Univocie des dkplacements. Lequation restante est trouwee a partir de la
condition d'uniformie des ceplacements ( : )
Z
*(t) Pot?+ Pit+ Po+ P 4t 1+ P ot 2 dt =0; (2.47)

Lj
a il est rappek que L (j =1;2) designe l'un des deux les ssures de l'arc, alors
que T estcenisur Li[ L, comme suit :

*(a€ ) = lim t(ré): (2.48)

rl" a

En slectionnant la ssureL, (sitlee entre z= ae ' * et z = a€ ) dans lequation
(2.47), nous obtenons la condition :

[P+ [1P1+ [gPo+ 1 P 1+ 1 2P »,=0; (2.49)
“ z Int K
1 cos In ; ;
I = a¥ B (2 2 ) d; (2.50)
1 fal 1, 25)
pourk= 2, 1;0;1;2, avec
f1( 1, 20 )=l 15 20 )=( 15 25 ); (2.51)
fol 1, 20 )= (15 20 )R( 15 25 ); (2.52)
(15 25 )=sin; 1 cos3 » (2.53)
%( 15 2 )=5in% 1t COS% 2t (2.54)
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Les inegrales (2.50) sont singuleres; en e et, lorsque ! 4, 'argument du
logarithme tend vers O et le nunerateur de l'inegrande oscillea une fequence qui
crot de facon exponentielle. A n de minimiser les erreurs d'arrondis, levaluation
numrerique de ces inegrales devrait etre e ecttee comme suit i. calculer et stocker
la contribution de chaque oscillation,i. additionner paement les contributions
positives et regatives (ordonrees par magnitude croissanteji. additionner la somme
de toutes les contributions positives et la somme de toutes les contributions regatives.
En n, il convient de noter qu'un majorant rigoureux de I'erreur rigoureuse peut étre
a l'aide de esultats standards sur les sries alterrees (voir annexe A pour plus de
cetails).

Cependant, dans le cas pesent, la contribution de chaque nouvelle oscillation
diminue de facon exponentielle, au point que méme la premere oscillation s'annulea
la pecision de la machine. L'approche rigoureuse cecrite ci-dessus s'est donc eeke
super ue et nous nous sommes repoes sans plus de pecautions sur la fonction
standard quad du packagescipy.integrate ~ Python ! (qui encapsule la bibliotreque
Fortran QUADPAXQour calculer les inegralesl .

Expression de P,. La esolution desequations(2.46) et (2.49) conduit nalement
a

<(P2)= Fi1o Falog I 2 <(P2)+ Fulo I 1 <(P 1)

+2m 1+ 1A' 2ml o FpoFxli+ |
1

+ Fiol 2 (2.55)
=(P2)= Fio Fualo | 2=(P 2)+ Fulo | 1 =(P 1)
FioFali+ 1o Fioly (2.56)

et Py est alors ceduit de lequation (2.49).

2.4 Expression de contraintes sur la partie adlesive
et de egeplacements relatifs sur la partie cecolée
de l'interface

A partir des equations (2.6) et (2.10), la traction sur la partie adresive de
I'interface peut étre exprinee comme suit :

2(w)a*i( +)1(a€)=W/(a€) (a€); (2.57)

al ;< < 2 (ou + ,< < 1). En substituant dans lequation (2.57)
les expression$2.22) et (2.23) des potentiels complexe®V; et ; et en utilisant la
continuie de P, Q et (sur la partie adhesive de l'interface), on trouve I'expression
des contraintes :

wHi =1 T(ad )P(ad ): (2.58)

1. https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/integrate.html , consule
pour la dernere fois le 17-05-2019.
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Chapitre 2. Resolution du probeme 24

al
wpagn. EXpL( 1+ o) i( Infa( 1; 25 )+ )], :
(@)= | P (1< < 2) (259)
vagy = eXPLCat o) i(Infs(q; 25 )+ ). :
(a€ ) =i 102 fol 1 o) ; ( + 2< < 1)
(2.60)
avec
fa( 15 20 )= fu( 15 20 ) (2.61)
fa( 15 20 )= fa( 15 2 ) (2.62)

De méme, nous pouvons ceduire les ceplacements relatifs de deux evres de la
ssure, Uuij(a€ ) =(u)a€ ) (u)(ae) (i = x;y)a partir de lequation (2.13)
comme suit :

4@@[( u)H ( ul(ad ) =iae fL[ W, (ad )+ 3(ad)] L[ ;W (a€ )+ ,(ad )]g;
(2.63)

al 1< < 41 (ou > <] ] < ). Pour exprimer les ceplacements relatifs
(ui)(a€ ) sur la partie cecolee de l'interface, nous combinons lequation(2.59)

avec les expressiong2.22), (2.23), (2.24) et (2.25) des potentiels complexedV;

et ;. Ensuite, nous utilisons la discontinuie de a travers linterface ssuee,
t(a€ ) = (a€ ) (la fonction est la solution de lequation homogene assocee

a (2.20)). Nous obtenons :

z
A0+ N u)+i( u)l(ad )= iad (c L+ c) *(ad )P(ad )d:  (2.64)

ag=(;+)=;(=1,2)et

cadye EPLL* ot ) Cfa(w )+

W) : 1< <)
(2.65)
2\ 1, 2
(2.66)

2.5 Conclusions

Ce chapitre porte principalement sur le probeme de deux ssures asynetriques
en forme d'arc sitltee le long de l'interface entre une inclusionelastique circulaire et
une matrice in nie soumisesa une contrainte uniformea I'in ni. En fait, ce probeme
d'interaction de deux ssures asynetriqguesa l'interface inclusion-matrice est une
solution gererale prolongeant deux cas particuliers cepetudes dans la literature :
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une seule ssure (au une ssure a une longueur nulle) et deux ssures synetriques
(a1 deux ssures ont la méme longueur). La solution obtenue recessite l'inegration
nunerique des inegrales montees en equation(2.50). Cependant, les nmethodes
d'inegration nunerique standard permettent de fournir des estimations pecises de
ces inkgrales sans pecaution suppkementaire.

Dans le chapitre 3, I'expressiorf2.58) des contraintes sont utilises pour exprimer
les facteurs d'intensie de contraintes, desquels le taux de restitution denergie est
ensuite ceduit. Ce dernier est unebment important pour l'analyse de la propagation
de la ssure. De plus, les esultats ci-dessus sont la base de la construction d'une loi
macroscopique d'endommagement des materiaux de type "inclusion-matrice" tenant
compte de la pesence des ssuresa l'interface. Ceci estetude dans le chapitre 4.



Chapitre 3

Propagation des ssures
d'interface

3.1 Introduction

Dans la cadre de la nmecanique lireaire de la rupture, le chapitre 3 concerne la
propagation des ssures le long de l'interface entre l'inclusion circulaire et la matrice
in nie du probeme de deux ssures asynetriques mentionre dans le chapitre 2.

Dans la section 3.2, I'expression du facteur d'intensie de contraintes complexea
I'extemie d'une ssure est pesente. A cause de la solution oscillatoire du champ
de cteplacement, qui implique une zone d'intergeretration en pointe de la ssure,
I'estimation de la gamme dans laquelle la solution est valable pour analyser la propa-
gation des ssures estetude dans la section 3.3. Ensuite, la section 3.4 est consacee
a la \eri cation de la solution analytique. Les facteurs d'intensie de contraintes
analytiqgues pour dierents valeur des angles de ssures dans le cas de la traction
uniaxiale sous des conditions de ceformation plane ontee compaesa la solution
obtenue par la methode nunerique d'extrapolation des sauts de ceplacements. Dans
la section 3.5, nous montrerons quelques esultats concernant le taux de restitution
dénergie pour dierentes con gurations des deux ssures. En tant qu'application, en
utilisant des arguments bases sur le criere de lenergie, la section 3.6 aborde enn la
propagation synetrique par rapporta la propagation asynetrique de deux ssures
interfaciales initialement synetriques.

3.2 Facteur d'intensie de contraintes complexe

La solution analytique pour une ssure d'interface plane entre deux maeriaux

isotropeselastiques aet obtenue par ( ) qui a troue les contraintes le
long de la partie adresive de l'interface et les eplacements relatifs de deux evres de
la ssure, ui(s)= u(s;" = ) u(s;' = ). Suivant cette solution, I'expression

asymptotique des contraintes et des ceplacements relatifs lorsqee 0 (s est la

26
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distance du point couranta la pointe de la ssure) est la suivante :

(S =0)+i (s’ =0)= p*;:s‘ =2, (3.1)

8 pK_Si +1=2.

Un(S)+1 (S = o sh( E P32

(3.2)

al set' sontles coordonrees polaires de polea la pointe de la ssure (le poleetant
placa la pointe de la ssure, comme illuste sur la gure 3.1, gauche) et 2E =
1=E, +1=E, (E; = E; pour les probemes de contrainte planek; = E;=(1 1-2)
pour les probemes de ceformation plane).

Dans les expressions ci-dessus,indique le facteur d'intensie de contraintes
complexe, dont les dimensions physiques sont "peu intuitives™MPa m'¥ ', || est
d'usage de ¢k nir les facteurs d'intensit?) de contraintesK, et K, au sens classique
(avec les dimensions physiquesMPa =~ m) par l'introduction d'une longueur de
ekrence suppkmentaire ~ ( , )

K, +iK, = "K: (3.3)

La slection d'une valeur appropree pour la longueur de etrence est gereralement
une tache dicile pour laguelle il n'existe pas de nethodologie claire. Cependant,
pour la pesenteetude, ~ peut étre choisi arbitrairement. En e et, dans la section 3.4,
nous comparons les valeurs analytiques dg et de K, avec des estimations par
ebments nis; pour les besoins de cette comparaison, peut &tre consiceee comme
une constante de normalisation. Ensuite, dans les sections 3.5 et 3.6, notre analyse
de la propagation des ssures est base sur le taux de restitution denerg@ et la
enacie interfaciale G.. Ni le taux de restitution denergie [voir lequation (3.10)],
ni la enacie interfaciale (suppose constante) ne cependent de. Nous avons donc
choisi arbitrairement * = a dans le reste de ce chapitre.

Les ceveloppements asymptotiqueg3.1) et (3.2) restent valables pour des ssures
courbes. Dans le cas pesent,,, et . peuvent etre relesa , eta , dans
lequation (2.58) comme suit (voir gure 3.1,a droite) :

mtl ot = ([ (34)
n
n Pointe
de fissure
S
M t
I > t

Pointe de fissure

Figure 3.1 { Le syseme de coordonrees locales(t)a la pointe de la ssure
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Ensuite, le facteur d'intensie de contraintes complex& a la pointe de la ssure
Z; = a€ ! est obtenua partir d'un ceveloppement asymptotique de (a€ ) dans

lequation (2.58), quand ' :

a'K = K, iK||
P — . -
i 2 ex + | + P(a€
_ g P (1 2) i( 1) P( ); (3.52)
4a 2asin 1c0S; 1+ , COS3 1
a 1
COS5
=n——2 > 2% (3.5b)
2sin 1COS§ 1+ 2
Il est facile de \eri er que l'on retrouve les esultats de ( )
(une seule ssure) et de Il est facile de \eri er que I'on retrouve les esultats de
( ) (une seule ssure) et de ( ) (deux

ssures identiques) en prenant successivement =0et ,= ;= o dans lequation
(3.5).

3.3 Domaine de validie de la solution

En raison du facteurs' de lequation (3.2), le saut de ceplacement entre les deux
bvres de la ssure pesente un caracere oscillant, ce qui conduita un chevauchement
des surfaces sugerieure et inkrieure de la ssure lorsque I'on approche de la pointe
de ssure. Ceci est physiquement irealiste et la solutionelastique lireaire pesente
ci-dessus devrait en toute rigueur étre remplaee par une solution non lireaire tenant
compte du contact ( , , ). Cependant, comme I'a expligue
( ), la solutionelastique lireaire permet d'obtenir une approximation acceptable
de la solution vraie si la taille de la zone de contact reste petite par rapporta la
longueur totale de la ssure.

Soit s, la taille de la zone de contact; c'est la plus grande valeur detelle que

un(s) =0 et

S 2a (3.6)
(la zone de contact doit &tre plus courte que la ssure). On peut facilement trouver
gue s, maximise, sous la contraintg3.6), la quantie suivante ( )
" ! )#
1 <(K)+2 =(K)
sc=exp - tan ! +n : 3.7
0T =) 2<(K) ’ &0
pourn=—:::; 2; 1,0;1;,2;:::. L'expression ci-dessus ne cepend pas de la longueur

de ekrence °, comme le souligne le fait que nous avons utilie le facteur d'intensie
de contraintes complex&K pour exprimer cette valeur plutdét queK, et K.

Dans le cas d'une inclusion raide, soumisea une contrainte uniaxialea I'in ni le
long de I'axe 0x, nous avons traas. dans la Figure 3.2 pour divers les valeurs de
1 et , (pour chaque courbe, , est xe, alors que ; varie). Cette gure montre
clairement que letendue de la zone de contact reste regligeable pour des valeurs ge
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allant jusqua environ 55 . En congequence, on supposera toujours dans la suite de ce
chapitre que les ssures sont telles que;; », 55, de sorte que la solutionelastique
lireaire ceduite ci-dessus est une excellente approximation de la vraie solution.

0:010
— ,=0
0:008 == 2= 20
— 1 ,=40
3 0:006 - 2= 60
s =80
& el o=
&~ 0:004 -
0:002 -
0:000 | | | | |
0O 10 20 30 40 50 60 70

1

Figure 3.2 { Taille de la zone de contacs. pour une inclusion raide soumisea une
contrainte distante uniaxiale le long de I'axe Ox.

3.4 Comparaison avec une analyse pareéments
nis

Nous avons e ectle une analyse parekements nis du probeme ci-dessus avec
dierentes con gurations des deux ssures a n de \eri er la colerence de nos esultats
analytiques. Nous avons utilie le code deements nisPorofis ( : ) pour
e ectuer des simulations en deformations planes.

Le moctle est repesente sur la gure 3.3. A n de minimiser les e ets de bord, nous
avons lectionre un domaine de grande taillél = 40a. Les contraintes uniaxiales

« = L sontappligiees aux bords gauche et droit de ce domaine tandis que les

bords sugerieur et inerieur sont libres. Nous avons utiliee deseements lireairesa trois
n uds avec un maillage n (maillage 0:001a pes de l'interface entre l'inclusion et

la matrice ; maillage' 10 °a pes des pointes des ssures). Diverses geonetries de
ssures ontee prises en compte (chacune donnant lieua un maillage dierent) :

gure 3.4 montre le maillage utilie pour ; =40 et , =30 . Pour chaque gonetrie,
les facteurs d'intensie de contraintes sont estines pour les dierentes combinaisons
de proprees du matriau :
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1. E;=Eyet = ,=0:25 (cas homogne),
2. E; =10E,, ;=0:2et ,=0:3 (inclusion raide),
3. E;=10E;, 1=0:2et ,=0:3 (inclusion souple).

| H = 40a |
| |
-~ ——— — 9+ —>
| Ux:0 |
- | s | —
| o : )
\4)( Uy: %O E‘- L >
N e
| : |
y < | | ’
| 3DUWLH |[FROOpH
- L g 3PUWEH fLYVXURH
Ux:0
X

Figure 3.3 { Geonetrie des simulations nuneriques cecrites dans la section 3.4.

Matrice

“ \ Pointe

de fissure

Inclusion

Figure 3.4 { Exemple de maillage triangulaire non structue de 143514 ekments
pour le cas asynetriqgue ; =40 and , =30 .

Nous avons estine les facteurs d'intensie de contraintek | et K a partir des
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guanties Q,(s) et Q, (s) & nies comme suit [voir lequation (3.2)] :

- i
1+2 Pog cosh( ) 2 Up +i U g (3.8)

Q +iQy =

al un(s) et u(s) cesignent les composantes normale et tangentielle de la dis-
continuie de ceplacement (s : longueur d'arca partir de la pointe de ssure), qui
sont des sorties du code nunrerique. Quansgl! 0, cette quantie doit se comporter
comme suit D

Q +iQII Ki+iKy §, s! O (39)

La gure 3.5 repesente les valeurs nodales d@, et de Q, fonction dep S.
Comme pevu, les deux quanties varient quasi-lireairement ave?]é, ce qui permet
de calculerK, et K, par egression lireaire. Pour ce faire, nous avons slectionre
des n uds qui ne sont pas trop proches de la pointe de la ssure (ai la qualie de
I'ajustement se degrade,a cause de la singularie) et pas tropeloigres de la pointe de
ssure [al le comporteijne_nt asymptotique(3.9) ne tient plus]. Nous avons constae
gue lintervalle 0:03 s=a 0:06 donnait un ajustement satisfaisant pour tous les
cas consicees ici.

Les gures 3.6a 3.14 montrent un bon accord entre les facteurs d'intensie de
contraintes ainsi estines et la formule analytique(3.5) pour toute la gamme de
( 1; 2) lisees ci-dessus.

0:06

I I
0:00 0:01 0:02 0:03 p0:04 0:05 0:06 0:07 0:.08

Figure 3.5 { Regression lireaire des quanties Fr)1urrtariquesQ| et Q, qui doivent
se comporter de manere lireaire par rapporta’ s. La qualie de I'ajustement se
cegrade pour les n uds trop proches ou tropeloigres de la pointe de la ssure. Par
congquent, seuls les n uds sittes dans la zone ombee sont utilies pour e ectuer la
egression lireaire. (inclusion raide, ; =40, ,=30)
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O L e
0.6=
0.5+
=
s 04
X (3
0.3 —— Kj-analytique
0.2= --a--  Kp-numérique
—— Kj-analytique
0.1= L.
--m--  Kp-numérique
0.0 I I I I I
0 10 20 30 40 50

Bi

Figure 3.6 { K, et K, en fonction de ; (une ssure, cas homogne).

1.0
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Figure 3.7 { K, et K;, en fonction de ; (une ssure, inclusion raide).
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Figure 3.8 { K, et K, en fonction de ; (une ssure, inclusion souple).

Figure 3.9 { K, et K, en fonction de ; (deux ssures symnetriques, cas homogene).
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Figure 3.10 { K, et K, en fonction de ; (deux ssures symnetriques, inclusion
raide).

Figure 3.11 { K, et K, en fonction de ; (deux ssures synetriques, inclusion
souple).
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Figure 3.12 { K, et K, en fonction de ; (deux ssures asynetriques, , = 30 ,
cas homogene).

Figure 3.13 { K, et K, en fonction de ; (deux ssures asynetriques, , = 30 ,
inclusion raide).
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Figure 3.14 { K, et K, en fonction de ; (deux ssures asynetriques, , = 30 ,
inclusion souple).

3.5 Taux de restitution dénergie

Suivant ( ), nous consicerons un criere de propagation de ssure
bas sur le taux de restitution denergie. Le taux de restitution denergie d'une
ssure d'interface peut &tre rele au facteur d'intensie de contraintes complexe via
I'extension suivante de la formule d'lrwin ( : ) :

KK

— 1 .
G= E cosf( )

(3.10)
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Figure 3.15 { Taux de restitution denergie normalie (inclusion raide, contrainte
uniaxialea I'in ni).

La gure 3.15 repesente, pour une inclusion raide sous la contrainte uniaxialea
linni L, le taux de restitution denergiea la pointe z; = e' 1. Pour chaque courbe
en trait plein dans cette gure, , est xe, tandis que ; varie de 0a 60 . La ligne
en pointile fait eerence au taux de restitution denergie pour le cas de deux ssures
synetriques 1= .

Le graphique , =0 correspond aux esultats de ( ) (une seule ssure).
L'observation de la gure 3.15 montre que le taux de restitution denergie est une
fonction decroissante de , ( jetant xe). Cela peut s'expliquer par le fait que, pour
la m&me contrainte appligieea I'in ni, une valeur sugerieure de , diminue l'intensie
de contraintesa la pointe z;. Notons que les mémes tendances sont obsenees pour
les cas d'inclusion homogene et d'inclusion souple.

3.6 Discussion : propagation synetrique ou asy-
netrique

Dans cette section, nous proposons une application simple des esultats analytiques
peedentes. Nous consicerons une inclusion circulaire partiellement cecolee, comme
illuste dans la gure 3.1, avec ;= ,= ¢ (con guration initialement symetrique).

Il est souligre que nous ne supposons pas forement que le cecollementde= ,=0

a 1= 2= o> 0aeulieu par un processus de nuckation/propagation de ssure.
Nous supposons plutdt que lechantillon aeke cee avec une interface partiellement
colee et nousecartons par conequent toute discussion concernant la stabilie de
propagation des ssures entre; =0 et ;= (. Quoi qu'il en soit, cet exemple se
prétea une analyse ineressante,a savoir la discussion de la stabilie de la propagation
au-deh de cetetat pe- ssue.
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Cette etude contient deux sections. La section 3.6.1 a pour but la discussion
du mode de propagation. Il convient de mentionner que cette analyse se limite au
ebut de la propagation des ssures interfaciales. Ensuite, a n detudier la courbe
dequilibre compkte au-deh de la charge critique, il nous faudrait ceterminer si la
propagation est stable ou instable. Ceci estetude dans la section 3.6.2.

3.6.1 D[emarrage de la propagation

Cette partie a pour but la discussion du mode de propagation. Il convient de
mentionner que cette analyse se limite au cebut de la propagation des ssures
interfaciales. L'inclusion est soumisea une traction uniaxialea l'inni . dans la
direction Ox (Figure 3.16). Lorsque le chargement atteint une valeur critiquel, = .,
les ssuresL; et L, commencenta se propager. En introduisant les incements ; et

> des angles de ssure, des consicerations hatives de synetrie pourraient surgerer

que 1= . L'analyse propose ci-dessous montre qu'en ealie la situation peut
etre plus complexe, avec deux esultats possiblesi.: la propagation synetrique
( 1= 2> 0) et la propagation asynetrique ( ;> 0et ,=0,0ou ,> 0et

1 = 0) a1 une seule ssure se propage.

Notre discussion est base sur des arguments energiques, sous les hypotleses
suivantes :

1. Le mode de propagation slectionre minimise lenergie totale recessaire a
la ceation d'une longueur totale de ssure prescrite, comme indigle par ex.

( , ; , ) (voir Annexe B pour plus de cktails).
2. La bifurcation des ssures dans la matrice ou l'inclusion n'est pas prise en
compte.

3. Les deux ssures se propagent symetriquement par rapporta l'axex)
4. La valeur critique G est suppose constante.

Il esta noter que I'hypothese 3 est une hypothese assez forte pour laquelle
nous n‘avons pas de justi cation theorique. Cependant, nos simulations nuneriques
semblent con rmer que la synetrie sera d'abord brise autour de I'axe\0plutoét que
de I'axe X, comme nous pouvons le comprendre intuitivement.

Figure 3.16 { Discussion du mode de propagation des ssures.

Lenergie totale du syseme,a minimiser selon I'hypotlese 1, est la somme de
lenergie potentielle W, et de lenergie dissigeeWs. En raison de I'hypotrese 4, nous
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avonsWs( 1; 2)=2a( 1+ 2)Ge, et
(15 2= Wp( 1, 2)+t2a( 1+ 2)Ge: (3.11)

A partir d'une con guration initiale (  1; »), une propagation aura lieu si une
conguration proche ( 1+ 1; 2+ ) telleque ( 1+ 1 2+ 2)< ( 1; 2)
peuvent étre exposes avec ; 0 (i = 1;2). Puisque nous explorons uniquement les
etats voisins, lenergie peut etre ceveloppee au voisinage de letat initial ( 1; ») :

: @ @
( 1+ 15 2%+ 2) ( 1 2)+—Vy 1t W 2t+t2a( 1+ 2)G¢
@, @
@w, 2. @w, @w, 3.
+ 5 5 T 1 2%t 2 5
@f 2 @@ @; 2
al les cerivees de W, sontevalleesa 1; ». En introduisant du taux de restitution de

lenergie Gi( 1; 2), (i =1;2) aux extemies de la ssure L;, nous avons la relation
classique

(3.12)

l1ow
2a @;
al I'nypotrese 3 aet utilie (ce qui explique le facteur 2 dans lequation ci-dessus).
En combinant lesequations (3.12) et (3.13), on trouve

Gi( 1 2)= (3.13)

( 2+ 1 2% 2" ( 15 2)

+2a G, Gy 1+2aG. G,
@G , @G @G .
@ 1 @ 1 2 a@ 21
ce qui montre que la propagation ne peut se produire queGi = G; ou G, = G..
Dans le cas pesent, 1 = , =, Ce qui signi e que

a 2a (3.14)

@G _ @G
G1=G,=G, et —=—= = ,= 3.15
1 2 ¢ @1 @2 ( 1 2 O) ( )
au cebut de la propagation. En partant de lequation (3.14), on a alors
: @
(ot 1ot 2" ( o0 a 2+ 3@—@
1 1= 2= o0
@G
2a —— 3.16
12 g, (3.16)

1= 2= 0

Selon I'hypottese 1, le mode de propagation est tel que la diminution denergie est
maximisee, la longueur totale des ssures ceeesetant prescrite. En d'autres termes,
si on prend en compte la longueur totale de propagation, on consicere les modes
de propagation de la forme suivante

1= »=(1 ) (3.17)
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a0 1, etminimise ( o+ ; o+t(1 ) ) par rapporta . A partir des
equations (3.16) et (3.17),

(ot i 0t@ ) ) (o009 a 227
+2a 1 ( o 2% (3.18)
_ @G @G
a ( o= @. @, (3.19)

1= 2= 0 1= 2= 0
La minimisation de la quantie ci-dessus par rapporta est simple et nous
obtenons
| si (o)< Oalors = 3:lapropagation est synetrique,

| si (  o)>0alors =0ou =1:lapropagation est asynetrique.

Pour illustrer la discussion ci-dessus, nous consicerons le cas d'une inclusion raide
(voir la section 3.4), avec o = 30 . La matrice est soumisea une contrainte uniaxiale
alinni 1, etle taux de restitution denergie G; peut etre exprime comme suit :

G =( 1)%aGi( 1; 2): (3.20)
De méme,
. @as; @;
- 114\2 - .
( 0= 5)?al o) with T o= @, L @, L (3.21)

Nous avons trouve nuneriqguement que dans ce caS( o) = 0:00176> 0. Par

congquent, la propagation est asynetrique. Il convient de noter que, malge nos

investigations nuneriques approfondies, nous n‘avons pasee en mesure de produire

un cas pour lequel une propagation synetrique se produirait. Cela pourrait étre lea

I'nypothese 4, qui pourrait tre une simpli cation excessive ( ,
).

Pour fermer cette discussion, il convient de mentionner que cette analyse se limite
au cebut de la propagation des ssures interfacialessous chargement constanEn
pratique, le chargement appligueea I'in ni est variable. Autrement dit, la variation de
lenergie totale provienta la fois de la variation du chargement et de celle des angles
des ssures. Cependant, en utilisant la principe des puissances virtuelles, on peut
montrer que la cerivee de lenergie totale par rapport au chargement @ geonetrie
xe) est nulle ( : , chap.&2.2). Donc, il est raisonnable
déecarter la variation du chargement de I'analyse peedente.

3.6.2 Arrét et recemarrage de la propagation

Lors du cemarrage de la propagation des ssures;; = G, = G, le mode de
propagation cepend donc du signe de ( o). Apes le cemarrage de la ssure, plusieurs
s@narios de propagation peuvent se produire en fonction du taux de restitution de
lenergie :
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| Si ( ¢)<O0:
g _ ..+t & _ _  <0:lapropagation est symetrique et stable,
% et @—f - ,- , > 0:lapropagation est symetrique et instable.
| Si ( 0)>0:
% == S 0 : la propagation est asynetrique et stable,
% - 0 : la propagation est asynetrique et instable.

En cas de propagation stable, une augmentation de la charge est recessaire pour
gue la ssure puisse cro'tre, alors qu'une propagation instable de la ssure est obtenue
sans augmentation de la charge. Lors du cemarrage de la ssure, la stabilie de la
propagation cepend du signe deZ% (ou £% + &%) dans le cas d'une propagation
asynetrique (ou synetrique), c'esta-dire du sens devolution du taux de restitution
denergie.

Figure 3.17 { Taux de restitution denergie G;, G, apes le cemarrage de la
propagation des ssures (inclusion raide, contrainte uniaxialea I'in ni).

Revenonsa l'exemple de la section ci-dessus en ajoutant des donrees d'entee
recessaires G, =10Jm 2, a= 18 5> m. Le chargement critique . est cetermirea

partir de lequation (3.20), .= G¢=aGi( 1; 2) = 0:89MPa. La propagation des
ssures commence ces quel, = . (le point A). Comme souligre dans I'exemple
ci-dessus, la ssure se propage de facon asynetrique car ¢) > 0. Il est donc
suppog que la ssurel; se propage alors que la ssurk; reste constante. La Figure
3.17 exprime levolution de G; et G, en fonction de ; sous une valeur xe de

( 2= o0=30). Cette gure montre le cas d'une variation croissante dé&; apes

le cemarrage, ce qui entra'ne une propagation instable de la ssure. La ssure se
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propage brutalement jusqua un angle ; = . satisfaisantG;( ¢; o) = G.. Suivant la
Figure 3.17, la longueur de la ssurd., reste toujours constante caG,( ¢; o) < Ge.

De plus, si on continue a augmenter le chargementa l'inni (L > (), on
montre deux points ineressantes i. il 'y a que la ssure L; qui se propage car
Ga( e 0) <G1( e o), ii. la propagation de la ssurelL; devient lente et progressive
avec le chargement% =g o S 0). Autrement dit, une fois que la con guration
devient asynetrique, les ssures ont tendancea augmenter l'asynetrie.

3.7 Conclusions

Ce chapitre a pour objectif detudier la propagation des ssuresa l'interface entre
I'inclusion et la matrice in nie du probeme de deux ssures asynetriques sous une
contrainte uniformea I'in ni.

Suivant I'expression asymptotique des contraintes et des deplacements relatifs
au voisinage de la pointe de la ssure, nous avons obtenu le facteur d'intensie
de contraintes complexeK a la pointe z; = a€ . L'analyse parekments nis du
probeme de deux ssures asymetriques est e ectlee avec dierentes con gurations
des deux ssures an de \eri er la colerence de nos esultats analytiques. Il esta
noter que le maillage est su samment ra re au niveau des pointe de ssures an
d'obtenir une bonne pecision des esultats des simulations nuneriques. Nous avons
monte un bon accord entre les facteurs d'intensie de contraintes ainsi estines et
la formule analytique pour dierents valeurs de ; et ,. Puis, I'expression du taux
de restitution de lenergie est cerivee du facteur d'intensie de contraintes complexe
via I'extension de la formule d'lrwin. En e et, le taux de restitution denergie est un
parametre important pour pedire la ssuration des maeriaux dans le contexte de la
mecanique lireaireelastique de la rupture.

En appliquant des esultants analytiques, nous discutons de la propagation de deux
ssures initialement identiques. Lorsque le chargementa I'in ni atteint une valeur
critique, les deux ssures commencenta se propager. Deux esultats sont possibles
apes le cemarrage : la propagation symnetrique (les deux ssures se propagenta
I'identique) et la propagation asynetrique (une ssure se propage pendant que l'autre
est arréee). Nous avons monte que la propagation asynetrigue des ssures est
parfois plus favorable que la propagation symnetrique. Puis, il est ineressant de noter
que une fois que la con guration devient asynetrique, les ssures ont tendancea
augmenter l'asynetrie.

Dans le chapitre 4, letude de la propagation ci-dessus sera combiree aux nethodes
d’homogereisation pour construire une relation contrainte-ceformation macroscopique
d'endommagement.



Chapitre 4

Application de nethodes
d'homocgereisation

4.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est detudier I'e et du decollement partiel de l'interface
sur le comportement macroscopique de materiaux reerogenes de type "inclusion-
matrice”. Dans la section 4.2, nousetablissons la relation gererale entre la contrainte
macroscopique et la deformation macroscopique du matriaux tenant compte la
pesence des ssuresa l'interface entre les inclusions et la matrice. Puis, la methode
de Mori { Tanaka est adopeea la section 4.3 pouretudier I'e et du cecollement
de l'interface sur les proprees e ectives du maeriau. Ce dernier est pesene
dans la section 4.4. Dans la section 4.5, nous pesentons une loi macroscopique
d'endommagement du matriau soumisa une traction uniaxiale. En n, la section 4.5
examine ['in uence de paramnetres tels que : fraction surfacique des inclusions, taille
des particules et angle initial des ssures sur la relation constitutive du maeriau.

4.2 Approche grerale du probéme

Nous consicerons unVolume Eementaire Repesentatif (VER) du matriau
elastique lireaire reerogene constitie d'inclusions circulaires (phase "i"), immerges
dans une matrice in nie (phase "m"). L'interface matrice-inclusion est caracerisee
par la pesence des ssures en forme d'arc. Nous repesentons ce VER par une aire
repesentative S, avec sa frontere @ SL'aire S du milieu est la somme de l'aire de la
matrice S™ et des inclusionsS'. La fraction surfacique des inclusion§ est donree
par S'=S. En supposant qu'on impose des conditions de contrainte macroscopique
uniforme — au contour @$ on souhaite calculer la deformation macroscopiqué
(gure 4.1).

43
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Figure 4.1 { Maeriau biphasique

Soient M et ! respectivement cesigrees les contraintes moyennes de la matrice
et des inclusions. La contrainte macroscopique du milieuelastigueest leea ™ et
' par :
=@ f) M+ f ! (4.1)

a ' equivalent ™) ck nit sur la base de l'inegrale de la surface S' gquivalent
q

S™) ( ! )

Z Z
1 - 1
= = ds’; m = S ds™ (4.2)
Si sm
En utilisant les treoemes de. la contrainte moyenne ( , ), la contrainte
moyenne dans les inclusions' devient :
1 Z
'= — (n x+x n)l 4.3
s ) (43)

al X repesente les coordonrees d'un point consicee sur la partie adresivé , de
I'interface entre des inclusions et la matrice et est le vecteur normal unitaire sur
I'interface pointant dans la matrice.

De méme, les ceformations moyennes dans la matrice et dans des inclusions sont
respectivement noees ™ et '. La contrainte macroscopique du milieuelastique
est donree par ( : ; , ) :

-

=L f)ma i i (4.4)

a le terme additionnel f* ™ repesente la contribution du cecollementa l'interface,
"It est lea la discontinuie de ceplacement u = u,, u;a travers l'interface cecolee
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Lq par: 7
"t= _— (u n+n u)dl (4.5)
Lyg
Um et u; sont respectivement les ceplacementsa l'interface du coe de la matrice et
du coe des inclusions.
Lelasticie de la matrice et de l'inclusion est ¢k nie par deux tenseurs de souplesse
S"etS:
um - Sm m. uij - SI i (4.6)
La combinaison desequationg4.1), (4.4) et (4.6) nous donne la relation entre la
ceformation macroscopique® et la contrainte macroscopique :

"= 8" T4 (S SM): T4 (4.7)

Onetend ce esultat au cas d'un milieu reerogenea N phases des inclusions
circulaires (Figure 4.2). Les inclusions de chaque phase ont des proprees necaniques
dierentes.

Figure 4.2 { Makeriaua N phases des inclusions

Nous cesignons l'aire repesentative de la phasé (k = 1;:::;N) par Si. Sa
fraction surfacique estfy = S;=S. La contrainte moyenne  dans la phasek et la
ceformation leea la discontinuie de ceplacement "™ a travers la partie cecolee de
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I'interface entre des inclusions de la phadeet la matrice deviennent donc :

Z
- 1
| J— .
K= _ZSL (n x+x n)dl (4.8)
. v
nint — .
e _ZSL (u n+n u)dl: (4.9)

al L (resp.L?) est la partie cecolee (reps. adtesive) de l'interface entre des inclusions
de la phasek et la matrice.

La ceformation macroscopique* et la contrainte macroscopique™ dans(4.1) et
(4.7) deviennent donc :

o
=1 )"+ f (4.10)
k=1
"= 8"+ fl (S, SM): L+t (4.11)
k=1

me : : : o
af = fy est la fraction surfacique totale des inclusionss, est le tenseur de

souplesgelelastique des inclusions de la phdse
Il est important de noter que lesequations(4.10) et (4.11) sont exactes. Pour
obtenir la ceformation macroscopique de ce miliet], il fautevaluer des | et "I"
(k=1;::;N) en fonction de—. Dans notreetude, les approximations pourevaluer
I et "I |ga des inclusions de la phasek seront exprimes par la methode de
Mori-Tanaka.

4.3 Methode de Mori-Tanaka

La methode de ( ) convient aux materiaux reerogenes car
elle tient compte de l'interaction entre les inclusions dans le processus d'estimation des
modules delasticie macroscopique. Pour cette nethode, nous estimons la contrainte
moyenne | dans des inclusions de la phasepar celle qui setablit dans une inclusion
repesentative de méme forme et de méme caraceristiqueselastiques immergee dans
la matrice soumisea l'in nia la contrainte moyenne dans la matrice ™ ( :

' ’ ’ ' )
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Figure 4.3 { Screma Mori-Tanaka

Puisque le comportement du milieu est suppo étreelastique lireaire, la contrainte
moyenne |, et la ceformation lee au ceplacement relatifa travers de l'interface "
(k =1;:::;N) sont des fonctions lireaires de la contrainte moyenne dans la matrice
m appligieea I'in ni. Donc, | et"" peuvent treecrits sous la forme suivante :

FE K ™ (4.12)
"= Her ™ (4.13)
En identi ant les tenseurs Ky et Hy dans deux equations(4.12) et (4.13) avec la

traction T = n et le saut de ceplacement u sur l'interface dans deuxequations
(4.8) et (4.9), nous obtenons deux relations suivantes :

1Z

K : ng (n x+x n)dl (4.14)
2

Hy : ng (u n+n u)dl: (4.15)
Ld

A partir de I'expression de la contrainte et du saut de ceplacement dans les deux
equations (2.58) et (2.59), nous pouvons ceduire les composantes des tenseliset
Hy.

En substituant (4.12) en (4.10), nous obtenons I'expression de™ en fonction de

XN 1
M= @ )+ fiKe 7 (4.16)
k=1
avecl la matrice unie. En identi ant lequation (4.16) et lequation (1.24), on trouve :
N 1
B"= (1 f)l+ K (4.17)
k=1

al B™ est le tenseur de localisation en contrainte de la matrice.
Par analogie, nous en ceduisons le tenseur de localisation en contrainte de la
phasek, B, en substituant (4.16) en (4.12) :

. . X 1
B.=Ki : (I f)l+ fiKg (4.18)
k=1



Chapitre 4. Application de methodes d’homogereisation 48

La combinaison desequationg4.12), (4.13) et (4.16) fournit I'expression de |
et "I en fonction de—. Finalement, lequation (4.11) devient :

= ST+ fr (Sk S K+ He - (@ f)l+ f Kk T (4.19)
k=1 k=1

et nous identi ons alors :

e X 1
ST =S"+ fl (S SM:iKe+He o (@ B+ fiKe :  (4.20)
k=1 k=1

al S° est e nie comme le tenseure ectif de ce milieu.

Notons que le tenseuH}, (k = 1;:::;N) repesente la contribution de la partie
ssuee a linterface, tandis que le tenseurK} exprime la contrainte moyenne de
la phasek. Dans le cas au la liaison entre la matrice et les inclusions est parfaite,
le tenseurH}, sera nul. On pourra ensuite trouver la relation ek, et Q. (tenseur
analoguea tenseur de ( ), revoir lequation(1.29)) en identi ant (4.17) et
(1.34) :

«=[1+(Sc sM:Ql? (4.21)

Par consquent, en mettantHl, = 0 et substituant (4.21) en (4.20), le tenseur
e ectif S°* dans lequation (4.21) devient :

oo | . h oo i
s =™ fi(Sc SIS SM:Ql i@ A+ fI+Q (s, s
i=1 i=1
(4.22)
On retrouve le tenseur de souplesse e ectif obtenue par le schema de Mori-Tanaka

classique

4.4 Application de la nethode de Mori-Tanaka

Dans tout ce qui suit, nous consicerons un VER soumis a divers types de
sollicitations comme illuste dans la gure 4.2. Notre objectif est de carackriser le
comportement e ectif de ce maeriau par le methode de Mori-Tanaka. Nous supposons
que les ssures sont ouvertes, c'esta-dire que le vecteur contrainte est nul sur les
deux kvres des ssures.

Le maeriauetude est compos d'une matrice argileuse et d'inclusions mirerales
(calcites, grains de quartz). Les paranetreselastiques assoces aux constituants de la
matrice argileuse, de la calcite et du quartz sont choisis selon la literature (

, ) :Em =3 GPa, , =0:3, Eca =95 GPa, ., =0:27,
Equ =101 GPa et o, =0;06.

Nous nous placons naturellement dans le repere donre par la direction horizontale
(Ox) et la direction verticale (Oy). Souvent, dans les applications, on aa faire avec
des structures planes minces. Il est donc d'inerét d'examiner le cas ai ces couches
minces soient soumisesa unetat plan de contrainte. Le comportement elastique
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e ectif de ce milieu cepend des paranetres par la relation suivante :

2 3
2 3 1 20 52 3
H‘XX EXX %—XX _XX
4 =, 5= ny _— 0 74,5 (4.23)
o yy yy _
Y 0 0 1 Xy
Gyy

On compte donc 5 coe cients incependants : les modules d'Young horizontdt
et vertical Ey, les coe cients de Poisson horizontal/vertical  ,, et vertical/ho-
rizontal , et le module de cisaillement verticas,,. Ces 5 paranetres doivent
etre cetermirees en fonction des caraceristiques necaniques de la matrice et des
inclusion, des ssures d'interface et la fraction surfacique des inclusions.

4.4.1 Maeriau biphasique

Dans cetteetude, le milieu VER est suppos comprendre deux phases (la matrice
argileuse et des grains de quartz). Pour un milieu biphasique, lequatio.20)
devient :

1
S =S"+fi, (Sp SMiKatHp @ (1 f)l+fiKea (4.24)

L'indice "ga" designe les grains de quartz. Comme discue ci-dessus, les proprees
e ectives du milieu cependent des angles;, , et de la fraction surfaciquef (;a. Nous
limitons notreetude au cas de deux ssures synetriques, c'esta-dire; = ,= ,.
En e et, nous trouvons la méme tendance des proprees e ectives dans le cas d'une
seul ssure ou de deux ssures asynetriques.

La gure 4.4 pesente levolution du module horizontal E4 en fonction de o
(1= 2= o). Pour chaque courbe de cette gure, la fraction surfacique des
inclusionsf est xe, aLorsque ( varie de Oa 80.
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Figure 4.4 { Module d"Young horizontal Ey, en fonctionde o ( 1= >= o)

L'observation de la gure 4.4 montre que, pour le méme angle de, le module

d'Young horizontal est une fonction decroissante (reps. croissante) dequand I'angle

o est petit (reps. grand). Cela s'expliquer par le fait que, pour une faible valeur
de 1, une valeur superieure def augment le module d'Young e ectif du milieu
car le module d'Young de la calcité€, est pluselewe que celui de la matrice. Au
contraire, la pesence des inclusions diminue le module d'Young horizontala cause
de la faible colerence entre la calcite et la matrice. Notons que les mémes tendances
sont obsenees pour le d'Young verticaE,, et le module de cisaillement verticals,,
(gures 4.5 et 4.6).

De plus, une remarque ineressante c'est que toutes les courbes passent par le
point o' 35 auquel le module d'Young e ectif estegalea celui de la matriceéey.
Cela signi e que, quand o' 35, le module d'Young e ectif E,,, ne cepend plus de la
guantie des inclusions et estegalea le module de la matric&,. Cela peut s'expliquer
que si on voir les inclusions avec ces deux ssures comme une inclusionequivalent.
Elle a exactement la méme raideur que la matrice, il n'y a plus de contraste. Donc, on
est dans un milieu homogene. C'est la raison pour laquelle, tous les courbes passent
exactement dans le méme point. Cela sera monte plus clairement dans la gure 4.7.
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Figure 4.5 { Module d"Young vertical E,, en fonction de o ( 1 =

Figure 4.6 { Module de cisaillementG,, en fonction de ¢ ( 1=

2:

2:

0)

0)
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Figure 4.7 { Module d'Young horizontal E,, en fonction de la fraction surfacique
f ga (%)
ga

La gure 4.7 exprime levolution du module horizontal E,, en fonction de la
fraction des inclusionsf éa. Pour chaque courbe ; est xe etegalea ,. Dans cette
gure, NOUS pouvons Vvoir que, lorsque; = , =35 , la valeur deE,y reste constante
Iorsquefc"a augmente et estegalea la valeur de&E,,. En outre, lorsque ;= ,> 35
(resp. 1= 2< 35), Ex est une fonction croissante (reps. cecrossante) dga.

Les gures 4.8 et 4.9 pesentent respectivement levolution les coe cients de
Poisson horizontal/vertical xy €t vertical/horizontal yx_en fonction de

(1= 2= o).
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Figure 4.8 { Coe cient de Poisson horizontal/vertical ,, en fonction de
(1= 2= o)

Figure 4.9 { Coe cient de Poisson vertical/horizontal  yx en fonction de
(1= 2= o)

De plus, car la synetrie de la matrice delasticie e ectlve n'‘est pas garantie
dans le sckema de Mori-Tanaka ( ,
). Nous avons e ectie la \eri cation de la synetrie de la matrice delasticie
e ective dans lequation (4.23), c'esta-dire I'erreur relative entre les deux termes
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E et 2. La gure 4.10 montre des faibles erreurs relatives au cours devolution de
Iangle o. Cela assure la synetrie de la matrice delasticie e ective.

Figure 4.10 { Erreur relative entre % et 2= enfonctionde o ( 1= 2= o)

4.4.2 Maeriaua trois phases

Nousetudions dans cette section un VER avec une matrice et deux types des
inclusions mirerales (le quartz et la calcite). Les fractions de volume de inclusions
correspondantes sont cesigrees péry, et f,, respectivement.

La gure 4.11 pesente levolution du module horizontal E,, en fonction de ;.
Pour chaque courbe de cette gure, I'angle de;, est xe, aLorsque ¢ varie de Oa 60.
De plus,fq, = 0:25 etf, = 0:3 sont utili'es pour toutes les courbes. L'observation
du levolution des courbes deE,y, nous remarguons que, sous le méme valeur dg
plus la partie cecolke crot le long de l'interface plus le maeriau perd son raideur.
Dans les gures 4.12 et 4.13, nous pesentons levolution du module d'Young vertical
Eyy et de cisaillementG,,. Les mémes tendances de levolution sont obsenees pour
ces deux modules.
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Figure 4.11 { Module d"Young horizontal E,x en fonction de o ( 1 =

Figure 4.12 { Module dYoung vertical E,, en fonction de ¢ ( 1 =

2:

2:
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Figure 4.13 { Module de cisaillemeniG,, en fonctionde o ( 1= 2= o)

4.5 Loi macroscopique d'endommagement

Dans cette section, nous fournissons une application qui illustre levolution des
proprees e ectifs du maeriau keerogene de type inclusion-matrice avec levolution
des micro ssurationsa l'interface.

Nous consicerons un VER a lechelle microscopique constitte de deux phases
comme illuste dans la gure 4.14 a gauche, auf est la fraction surfacique des
inclusions, toutes de méme rayon. Soient ; et , les angles des ssures initialesa
l'interface entre les inclusions et la matrice, nous prenonsici = ,= (> 0. La
matrice est soumisea une contrainte macroscopique uniaxiaigy .

Figure 4.14 { Echelle macroscopique etechelle microscopique en cours devolution
de I'endommagement.

L'augmentation du chargement macroscopique,, risque d'activer la propagation
des ssures d'interface peexistantes. Par congequent, a n de cecrire levolution des
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proprees constitutives homogereiees, il est important de pedire la propagation
des ssuresa l'interface entre les inclusions et la matrice.

La pesence des inclusions entrane une perturbation du champ de contrainte
environnant. Comme peedemment, cette perturbation est approchee en consicerant
gue chacune des inclusions est soumisea I'in niegalea la contrainte moyenne dans
la matrice ™ au lieu de la contrainte de la macroscopique ( gure 4.14a droite ).
Lorsque la contrainte ™ atteint la valeur critique, les ssures ; et , sur chaque
inclusion commencenta se propager. Le cemarrage et l'arrét de la propagation des
ssures ontee discue dans la chapitre 3.

Une analyse incementale est ealise pour obtenir la relation contrainte-ceformation
macroscopique due aux processus d'endommagement se produisanta lechelle micro-
scopique. Dans cette analyse ,la nethode de Mori-Tanaka est adope pour le passage
micro-macro. Ainsi, I'analyse de propagation de ssure est base sur la necanique
lireaire de la rupture d'interface. L'algorithme de la proedure est cecrit comme
suit :

| Etape 1 : Incementer la contrainte macroscopique y, de —, c'esta-dire

XX = XX+

| Etape 2 : Calculer la contrainte moyenne dans la matrice™ en esolvant
lequation (4.16).

| Etape 3 : Appliquer le esultat de ™ pour pedire la propagation des ssures
d'interface, selon la discussion de la section 3.6

| Etape 4 : Suitea la stabilie de la propagation, mettrea jour des angles des
ssures et ».

| Etape 5 : Calculer la deformation macroscopique correspondantg, en
utilisant la relation (4.19).

L'algorithme peedent aee impemene en langage Python pour obtenir la relation
de comportement macroscopique. Les paranetres materiaux sontg,, = 4 GPa,

m =0:3,E; =95 GPa, ; =0:27. Dans cette mocklisation, la fraction surfacique des
inclusions estf = 24%, le cecollement initial ¢ =30 , G. = 0:05J:m 2. L'incement
de chargement de calcul — estegala 0:01 MPa.
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Figure 4.15 { Relation contrainte-ceformationa lechelle macroscopique

La gure 4.15 montre le comportement contrainte-ceformation macroscopique en
traction uniaxiale pour le materiau slectionre. Initialement, lorsque la contrainte
macroscopique appligqlee est faible, la niveau de singularie de la pointe des ssures
est bien inkrieurea la esistance de rupture de l'interface. La eponse contrainte-
ceformation est donc lireaire. En augmentant le chargement jusqua la contrainte
critique ~a, le taux de restitution de lenergie disponible pour les ssures d'interface
atteint la enacie de l'interface et les ssures commencenta se propager le long de
I'interface. Il est ineressant de noter que les ssures se propagent de facon asynetrique
et brutalement jusqu'au point B. Au-deh du point B, nous trouvons une eponse
macroscopique non lireaire avec propagation stable des ssures.

4.5.1 Etude paranetrique

Dans la section pe@dente, nous avons pesent un concept d'une loi macrosco-
pique d'endommagement du maeriau keerogene de type inclusion-matrice avec
cecollement a l'interface. Cette loi macroscopique s'appuie sur des paranetres
maetriels dont la signi cation physique estevidente. L'in uence des dierentes pro-
prees microscopiques sur le comportement macroscopique du maeriau est pesenee
dans cette section. Les paranetres consicees sont la fraction surfacique des inclusions,
la taille des inclusions, I'angle initial des ssures d'interface.

E et de la fraction surfacique des inclusions

Pour examiner l'e et de la fraction surfacique des inclusions sur la relation
constitutive macroscopique, nous changeons la valeur de cette fraction et xons tous
les autres paranetres.
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Figure 4.16 { E et de la fraction surfacique sur la relation contrainte-ceformation

La gure 4.16 illustre I'in uence de la relation macroscopique contrainte {
ceformation sur la fraction surfacique. Quand le chargement est encore faible, I'aug-
mentation de la fraction surfacique d'inclusions entrahe une augmentation de la
rigidie globale du milieu. Les inclusions ont un module delasticie plus grande que
celui de la matrice. L'augmentation de la fraction surfacique d'inclusions permet
donc de rendre le maeriau plus rigide. De plus, le pourcentage des ssuresa l'in-
terface inclusion-matrice augmenteegalement, entramant le niveau de la singularie
en téte de chaque ssure plus eparti. Donc, une contrainte critique plus haute est
recessaire pour que les ssures d'interface commencenta se propager. Pourtant, apes
la propagation instable, la partie cecolee dominea l'interface inclusion-matrice. Par
conequent, une degradation plus ®\ere est trouvee dans le cas du milieu avec une
plus grande fraction surfacique des inclusions.

E et de la taille des inclusions

Nousetudions dans cette section un maeriau avec des inclusions circulaires de
deux rayons dierents, a; = 40 m et a, = 20 m. Les fractions de volume des
inclusions correspondantes sont cesigrees pég = 16% et f, = 12%, respectivement.
Soit j et 4 (j =1;2)les angles des ssures initialesa l'interface entre les inclusions
de rayona; et la matrice. On prendici = 3= 2= 5=30.
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Figure 4.17 { E et de la taille des inclusions sur la relation contrainte-ceformation

L'observation de la eponse contrainte-ceformation macroscopique pesentee dans
la gure 4.19, nous trouvons que le moment du cemarrage de la propagation des
ssures d'interface est dierent. Cette dierence est exprinee par le nombre de
paliers horizontaux de la courbe contrainte-ceformation. En e et, la valeur critique
de contrainte, recessairea la propagation des ssures d'interface, est inversement
proportionnellea la taille de l'inclusion (voir lequation (3.20)). Par congequent, les
ssures sur l'interface entre les inclusions de plus grand rayam = 40 m et la
matrice se propagent en premier. La eponse contrainte-ceformation macroscopique
dans ce cas se esume comme suit : d'abord, le comportement est lireaire quand
“w < ~a.Au-deh de 74, la droite horizontale corresponda la propagation instable
des ssures 2 sur l'interface entre les inclusions de rayoa, et la matrice. Puis, cette
propagation devient stable avec le chargement, donnant lieua une courbe contrainte-
ceformation non-lireaire. Ensuite, lorsquey, atteint ~p, les ssuresa l'interface
entre les petites inclusions et la matrice se propagent de facon instable jusqu'au
point E. Finalement, nous retrouvons une eponse macroscopique non lireaire avec
propagation stable des ssures.

E et de l'angle initial des ssures d'interface

De méme, pouretudier I'in uence de I'angle initial des ssures d'interface sur la
relation constitutive macroscopique, nous modi ons quelques paranetres par rapport
au cas peedent. Les deux familles d'inclusions sont supposes de méme rayon,
c'esta-dire (a; = 2, =40 m, tandisque, }= 1=20 et 2= 2=40.
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Figure 4.18 { E et de I'angle initial des ssures d'interface sur la relation contrainte-
ceformation

Dans cetteetude, la courbe contrainte-ceformation a la m&éme allure que dans
le cas peedent. Duea la valeur sugerieure du taux restitution de lenergie , sous
la m&me contrainte macroscopique appligeea I'in ni—, les ssures des angles
initiales 2 = 2 =40 se propagent au premier (voir la ligne en pointile dans la
gure 3.15).

4.6 Conclusions

L'objectif de ce chapitre est detudier I'e et du decollement partiel de l'interface
sur le comportement macroscopique de matriaux reerogenes de type "inclusion-
matrice".

La solution eementaire du chapitre 2 est impemenee dans le sctema d'ho-
mogereisation de Mori-Tanaka pour examiner I'e et du cecollement partiel de
I'interface et de la fraction surfacique des inclusions sur les modules e ectifs des
materiaux heerogenes de type "inclusion-matrice". Quand les angles des ssures
sont faibles, la pesence des inclusions raides renforce les modules d'Young et de
cisaillement du milieu. Lorsque les angles des ssures sont grands, plus la fraction
volumique des inclusions augmente, plus les modules e ectifs diminuent. Il existe
des angles des ssures pour lesquels I'ensemble inclusion+ ssuresa la méme raideur
que la matrice (dans une direction donree). Par consquent, le raideur du milieu
contenant des ssures avec ces angles reste constante lorsque la fraction surfacique
augmente et estegalea la raideur de la matrice. Nous avons par ailleurs \erie que le
schema de Mori-Tanaka conduita une estimation synetrique du tenseur de raideur
homogereise.

Nous pesentons ensuite une courbe de contrainte-ceformation macroscopique du
makriau soumisa une traction uniaxiale tenant compte de I'endommagement di au
cecollementa linterface. La proedure d’homogereisation de Mori-Tanaka est adopee
pour la transition micro-macro. Dans le cas d'une famille d'inclusions, la eponse
contrainte-ceformation macroscopique comporte trois etapes : le comportement
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lireaire quand le chargement est inerieura la valeur critique ; au-deh de la valeur
critique, un palier horizontal correspondanta la propagation instable des ssures;
ensuite, une eponse non lireaire correspondanta la propagation stable des ssures.

L'in uence de paranetres tels que fraction surfacique des inclusions, taille des
particules et angle initiale des ssures sur la courbe de contrainte-ceformation est
examiree.



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

5.1 Conclusions

Dans le pesent travail de these, nous avons appore des contributions a la
mocklisation de la micro ssuration dans des materiaux feerogenes de type “inclusion-
matrice" tenant compte du decollementa l'interface entre l'inclusion et la matrice.
Les contributions ceveloppees de cette these sont esunees ci-apes.

Tout d'abord, la solutiona lequilibreelastique lireaire d'une inclusion circulaire
partiellement lee a une matrice homogene et soumisea une contrainte uniforme
a lI'in ni aee etudee par la methode des potentiels complexes (Muskhelishvili,
1953). L'analyse aet simpliee en consicerant deux ssures d'interface de longueurs
dierentes, mais partageant le m&éme axe de synetrie. Nous nous appuyons sur les
esultats gereraux (pour un nombre quelconque de ssures de longueur quelconque)

de ( ) pour obtenir la solution pesenee dans ce travail, qui
etend les esultats de ( ); ( ) (cas d'une seule ssure)
et ( ) (cas de deux ssures coaxiales de longueursegales). Cette

solution est semi-analytique, au sens au les expressions algebriques sont explicites,
mais font intervenir des constantes qu'il est recessaire de ceterminer nuneriguement.
Une deuxeme contribution corresponda letude de la propagation des ssures
d'interface. Contrairement aux matriaux homogenes, l'ouverture de la ssure d'in-
terface cerivee d'une analyse elastique lireaire pesente un caracere oscillatoire
pes de la pointe de la ssure, en raison de la pesence d'un factesr [s : distance
depuis la pointe de la ssure; : constante oscillatoire de ( )]. Selon la
solution oscillatoire, l'interperetration a lieu au voisinage de la pointe de la ssure.
Toutefois, lorsque letendue de la zone dans laquelle les oscillations ont lieu peut &tre
regligge devant la longueur de la ssure, on peut admettre que la solution oscillatoire
reste pertinente pour l'analyse de la propagation de la ssure. Dans le probeme
consicee ici, lorsque I'angle de la ssure augmente, la zone dans laquelle se produisent
les oscillations augmente et devient signi cative pour les angles superieursa 55
deges. Par congquent, les esultats pour ces cas peuvent ne pas étre valables pour
I'analyse de la propagation de la ssure. Puis, les expressions semi-analytiques des
facteurs d'intensie de contraintes sont compaeesa la simulation nunerique directe
par la methode desekments nis et la methode d'extrapolation du ceplacement.
Quelques esultats concernant le taux de restitution denergie sont ensuite pesenes

63
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pour dierentes con gurations des deux ssures soumisesa l'in nia une contrainte
uniaxiale. Ensuite, partant d'une con guration initiale ai les deux ssures ont la
méme longueur, on utilise le criere energetique de la mecanique de la rupture
elastique lireaire pour analyser la propagation des ssures sous un chargementa
I'in ni dans la direction de I'axe de symetrie. Nous montrons que la propagation peut
etre asynetrique : la longueur d'une des ssures cro, tandis que celle de l'autre
reste constante. Une fois que la con guration devient asynetrique, les ssures ont
tendancea augmenter l'asynetrie.

En n, la troiseme contribution concerne l'application des esultats peedentsa
I'nomogereisation. La solutioneementaire obtenue dans le chapitre 2 est impemente
dans le screma d’homogereisation de Mori-Tanaka pour examiner I'e et du cecollement
partiel de l'interface et de la fraction volumiques des inclusions sur les modules e ectifs
des maeriaux heerogenes de type "inclusion-matrice". Un mocele micronecanique
simple est ensuite propos pouretudier I'e et de I'endommagement di au cecollement
de l'interface entre les inclusions et la matrice in nie. La proedure d’homogereisation
de Mori-Tanaka est adopte pour la transition micro-macro. Le matriau mockle est
compos d'une matrice argileuse et des inclusions mirerales, sous traction uniaxiale.
En e et, ce mockle n'est pas limie aux makriaux argileux reerogenes et peut
egalement &tre utilie pour simuler le comportement d'autres composites renfores
par des particules. L'e et de divers prenonenes d'endommagement survenanta
lechelle microscopique sur les relations de comportement macroscopiques estetude
en cetail. Finalement, uneetude paranetrique nous a permis de comprendre le rble
joe par chacun des paranetres du mockle.

5.2 Perspectives

Nous pesentons dans ce paragraphe quelques prolongements possibles aux travaux
pesenes ici, en les regroupant en perspectivesa court terme et perspectivesa long
terme.

5.2.1 Perspectivesa court terme
Probéme multi ssures d'interface

Dans ce travail de trese, nous avons appliqte la methodologie de
( ) pour trouver la solution du probkme de deux ssures de longueurs dierentes,
mais partageant le méme axe de synetrie, sitteesa l'interface entre une inclusion
circulaire et la matrice in nie. Cette methodologie est en fait gererale, et s'applique
au cas den ssures en cererale (Figure 5.1).
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Figure 5.1 { Probeme de n ssuresa l'interface inclusion-matrice sous contrainte
uniformea l'in ni ( , )

Dans le cadre d'un probemen ssures d'interface, nous supposons que l'interface
matrice-inclusion est ssuee le long des arcky, L,,..., L,. Soientay, b les deux
pointes de la ssureLy (k=1;2;:::;n).

De méme que dans le cas de deux ssures asynetrique examire dans la section 2.2,
le ceplacementu et la contrainte  sont exprimes en fonction des fonctions complexes
W;(z) et j(2) (j =1;2). Suivant la methodologie de ( ), hous
pouvons ceduire I'expression gererale deWw,(z) et (z) pour un ensemble den
ssures circulaires comme suit :

1+ Wi (2) = mQ(2)+ (2)P(2); (5.1)
1+ ) 1(2)= mQ(2) (2P (2); (5.2)
1+ MW2A2)= QD)+ (9P (2); (5.3)
1+ ) 202)= Q@) (2P(2); (5.4)

Cesequations ci-dessus sont similaires auxequatiorf®.22), (2.23), (2.24) et (2.25).
Cependant, la fonction de Plemelj (z) dans le casn ssures est e nie comme sulit :

2= (z &) 2™ (z h):?' (5.5)
k=1
et 0
ty to K P.i1 P>
Z)= e+ =+ =, P(@-= Pcz"+ Po+ — + —=; 5.6
Q)= et S+ o5 P@= P+ Por i (5.6)
Pour le probeEme den ssures, g, t1, to, P »;:::; P, sont constantes d'inegrationa
ceterminer. Nous comptons donc (6 +1) constantes d'inegration.
Les 6+n constantes d'inegration e, t1, t,, P »;:::; P, sont obtenue en exprimant

i. Le comportementa l'in ni de W, et dew, (4equations), ii. L'analyticie de W, et
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w; enz = 0 (3equations) et iii. La condition d'univocie des ceplacements i 1
equations).

Pour les deuxekmentsi. etii., la proedure est similairea celleecrite dans la
section 2.3; elle se repose surla cetermination des ceveloppements asymptotiques de
la fonction de Plemelj (z)a I'in ni eta l'origine.

Lesequations restantesi lequations) se trouventa partir des conditions que
les ceplacements doivent etrea valeur unique, ca-d ux +i uy doit revenira sa
valeur d'origine quand le pointz cecrit un contour ferme autour de chaque ssure,
Ly (k=1;2:::;n)

Z
T(t) Pot?+ Pit+ Po+ P ot 1+ P ot 2dt=0; (5.7)

Lj

Le probeme an ssures sur l'interface. Donc, pour trouvem lequations restantes,
on n'a besoin que de choisin 1 ssures (la n-eme ssure conduita une condition
redondante).

Chacune de ces conditions peut secrit sous la forme suivante :

X
lj Pc+ 1oy Po+t 1 1P 1+ 1 2P 2=0; (5.8)
k=1

R
al ly = L * (t)tkdt. Comme discuka la section 2.3, les inegrales; peuvent étre
singuleres. Cependant, les nmethodes d'inegration nurnrerique standard permettent
de fournir des estimations pecises de ces inegrales sans pecaution suppementaire.

Loi déevolution de I'endommagement

Une des perspectives importantes des travaux du chapitre 4 est de proposer une
loi devolution de I'endommagement d0a la propagation des ssuresa l'interface
entre les inclusions et la matrice, ainsi qu'une loi devolution des modules e ectifs.
Dans ce travail, le cecollementa l'interface est exprine a travers des angles des
ssures, on peut consicerer levolution de 'endommagement comme la variation des
angles des ssures avec le chargement.

Une illustration simple de la loi d'endommagement du cas d'un matriau compose
de deux phases (une matrice in ni et une inclusion circulaire) est pesenee ci-dessous
(revoir la gure 2.1). L'inclusion circulaire avec une ssure d'arc d'interface est
incorpoeea la matrice in nie et soumisea I'in nia une traction uniaxiale 1. La
ssure L, sous-tend un angle de 2, tandis que I'angle , est suppo nul. SoitG est
le taux de restitution en pointe de la ssurelL;. En adoptant la treorie de Gri th,
une ssure commencea se propager quand le taux de restitution denerg@ atteint
la valeur critique G :

G=G. (5.9

La matrice est soumisea une contrainte uniaxialea l'inni L, et 'angle , est

XX 1

suppo< nul. Le taux de restitution denergieG peut &tre exprine comme suit :

G=( %)%aG( 1) (5.10)
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Donc, il est possible d'adopter un criere d'endommagement de la forme suivante :

f= & o) (5.11)
q
al o 1) = G=aB( 1)). Le criere qui vient d'etre cecrit, et qui sera utilie
comme loi de propagation locale, s'interpete de la facon suivante :

| si < ¢ 1)alors 5=0 pas de levolution de I'endommagement
| si = ¢( 1)alors 5 O evolution de I'endommagement

Comme lI'endommagement est cecrit par la variable ;, levolution de cette
variable peut étre deduite de lequation de consistancd—= 0 au cours du processus
de I'endommagement :

@f @f @
@1 _ix @1 = _xx @z +=0 (512)
Levolution compkte de I'endommagement est donc la suivante :
8 :
< 4=0; si f<O
4+=0; si f=0etf< O (5.13)
+= (@~@.) ' autrescas

f__

La relation entre la deformation macroscopique et la contrainte macroscopique
secrit (revoir lequation (4.20)) :

T=s L (5.14)

a —=[ L 0 Of.La formulation en vitesse s'obtient par dierentiation de
lequation ci-dessus. On a donc :

=S L +ST L (5.15)

Car S®* ckpend du variable 4, la variation de S* en cours de levolution de
I'endommagement sécrit :

@e
@
En combinant lesequations(5.13), (5.15) et (5.16), levolution de la eponse contrainte-
ceformation macroscopique assoceea la loi d'endommagement sécrit :

s =

(5.16)

*=S _%X; si f< 0
=S o si f=0etfx< O
3 h - @ | (5.17)
(@=@,) * @, +S® . L. autres cas

La propagation des ssures avec un criere plus ealiste

Dans la section 3.6, nous avons monte que la propagation peut étre asynetrique
depuis unetat initialement synetrique. Cela cepend du signe de la fonction ( o)
qui est e nie dans lequation (3.17). En e et, nous n‘avons pas ee en mesure
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de produire un cas pour lequel une propagation synetrique se produirait. Cela
pourrait €tre lea I'hypothese que G, est constante. En ealie, suivant les travaux
experimentaux de ( )Gc tepend de I'angle de mixie de mode

k,» @l tan ¢ = K,;=K,;; (revoir la section 1.3.6). C'est la raison pour laquelle5,
est une fonction qui cepend des angles; et ,. De méme que la discussion dans
la section 3.6.1, en utilisant un criere plus ealiste, nous pouvons montrer que la
fonction ( o) a la forme suivante :

QG: Gy) QG: Gy)

(0= ~"—g, . @ _

(5.18)

al
| si (o) < 0:la propagation est synetrique,

| si (o) > 0:la propagation est asynetrique.

Nous avons reanmoins vu au paragraphe 1.3 que ce criere de propagation fait
intervenir une longueur™ de ekrence. A notre connaissance, il ny a pas consensus
sur la manere de choisir cette longueur ( , ; , ; ,

). Une e exion treorique sur la signi cation de cette longueur constitue donc
une perspective indispensable et tes ineressante.

5.2.2 Perspectivesa long terme
Nuckation des ssures

On note que la caraceristique principale de la necanique de la rupture est de
partir d'une ssure cep existante. La nuckation du cecollement partiela l'interface
inclusion-matrice initialement non endommagee ne peut pas etre traiee par la theorie
de Gri th.

Pour pedire la nuckation des ssures d'interface, on peut par exemple utiliser un
criere de contrainte normale. Ce criere pedit la rupture aux points de l'interface
al la valeur locale de la traction normale est superieurea la esistancea la traction
de l'interface. Cependant, ce criere ne peut traiter que le cebut de la propagation.
La question sur le chemin dequilibre complet au-deh de la charge critique est
inexplicable.

Pour esoudre ces di cules ( ) a propos une approche colerente en
combinant les deux crieres contrainteenergie sous la cesignation anglo-saxonne de
Finite Fracture Mechanics (pour plus de cktails sur ce sujet, voir
( )). Puis, ( ) a utiliee cette approche pour letude de la nuckation
des ssures d'interface.

Il est possible d'associer I'analyse de la propagation de la ssure dans le section
3.6a l'analyse de la nuckation de la ssure ealiee par ( ) et
( ). Dans la dernere egrence, en utilisant le criere coupk (contrainte-energie) de

( ), les auteurs concluent qu'il faut souvent s'attendrea une nuckation
asynetrique plutdt qua une nuckation synetrique.
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Passage en trois dimensions

Nos contribution dans la cadre de ce travail sont consaces principalement au
probeme en deux dimensions (2D). Le passagea trois dimensions (3D) constitue
donc une perspective importante de ce travail.

La solution semi-analytique utilieee ici et duea ( ) repose
sur la methode des potentiels complexes de ( ). Cette nethode ne
permet pas de traiter des probemes tridimensionnels, et il est recessaire d'adopter
une autre straegie. Le probeme d'une ssure splerique dans un solideelastique a
et aborce au premier par ( );

( ). ( ) ont propos une nouvelle approche base sur
la methode des fonctions propres. Le probeme aet eduita un syseme dequations
inegro-dierentielles. Dans cette methode, une solution gererale du probeme en
guestion sous une forme analytique explicite aet suggeee, ainsi qu'une nethode
analytiqgue permettant de esoudre certainesequations inegro-dierentielles. Une
analyse locale des contraintes et des ceplacements pes du bord de la ssure splerique
aet ealiee et les facteurs d'intensie de contraintes ontee obtenus.

Plus tard, ( ); ( ) ont applige
cette nethode au probeme de la ssure interfaciale sprerique. ( )i
( ) ont obtenu des esultats semi-analytiques pour

les facteurs d'intensie de contraintes en pointe de la ssure. Pourtant,a cause des
di cules matlematiques dans l'estimation du nombre d'inegrales dans le calcul, ils
n'‘ont pas trouwe l'expression de contraintes sur la partie adlesive et de deplacements
relatifs sur la partie decolee de l'interface. Par ailleurs, ces travaux ontet limies
a une seule ssure interfaciale sprerique. La solution gererique pour le probeme
multi- ssures d'interface n'a pasetetablie. Ces limitations constituent donc une
perspective ineressante. Pour plus cetail de cette nethode, le lecteur peut se etrer
aux articles de ( ) et de ( ).

C'est notre ambition que de suivre quelques unes des pistesevoqLees ci-dessus.



Annexe A

Estimation de l'inegrale lo

Le but de cette partie est d'estimer l'inegrale |, dans lequation (2.50) pour
1= 2= 0

Z sin( 0 )
0 cos In =22
lo( 0 )=2  p— LA — (A.1)
o Sin(o )sin( o+ )
Cette inegrale est singulere. En e et, lorsque ! o, I'argument du logarithme

tend vers 0, et le nunerateur de l'inegrande oscille donc de plus en plus vite. Pour
estimer cette inegrale, on commence donc par calculer les racines successives de
I'inegrande. On inegre ensuite entre deux racines successives, puis on somme les
inegrales partielles, en tronquant la srie lorsque la pecision est su sante.

En tenant compte de la parie de l'inegrande, on remarque tout d'abord qud
se simplie en

Z
0 cos Inf(;
ol 0 )=4  p— U ol g, (A2)
o sin(o )sin(ot+ )
al l'on a pose
. - Sin(o )
f(; 0= Sn( o+ ) (A.3)
A.1 Etude de la fonction f
Soit f cette fonction. On remarque tout d'abord que
f(; o 1 pour O o =2 et O 0 (A.4)
En e et,
sin( g+ ) sin(o )=2sin coso O (A.5)

Pour trouver les zros de l'inegrande dely, il sut donc de esoudre pour
n=0;12;::: lequation

Inf(n; 0= (N+1=2)— f(n 0)= e (A.6)
0 (1 e)sin gcos, (1+ e)cos gsin , =0

(A.7)

0 sin(, n,)=0 (A.8)

0 n= ntk; (A.9)
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al l'on a cenilangle , par

. 1 in 1+ cos
sin ,=p (1_&)sin o _ et cos ,=p (1+ €)cos _ ;
1+ e +2e,(cos o sin o) 1+ e +2e,(cos o sin o)
(A.10)
ete, = exp (n+1=2)= . On observe que , ainsi & ni est toujours compris
entre 0 et =2, de sorte que, sans ambigyie
hy e, [ n o]
n = arctan 17e. tan o =arctan tanh (n+ 1=2)2— tan o : (A.11)

Les racines ,, sont par ailleurs rechercleesegalement entre 0 et 2, donck = 0.
Finalement, on obtient I'expression analytique des racines
n o]
n =arctan tanh (n+ 1:2)2— tan ¢ (Nn=0;1;2::); (A.12)

et on montre qu'elles convergent exponentiellement vers.

A.2 Evaluation de l'inegrale lo
En posant ; =0, on cecompose l'inegrale en une srie

xt Z, cos Inf(;
lo(0i )= 4 P L o)

n=0

(A.13)

»1 sin(o )sin( o+ )

Sur chaque intervalle [, 1; ], I'inegrande est de signe constant; chaque terme peut
donc étreevalle par des nethodes nuneriques standard. Bien entendu, la srie sera
tronquee. On introduit donc la somme

N] Z, cos Inf(; o) Z cos Inf(; o)
lo (o; )= 4 P— . d =4 P— .
o o1 SIN(g )sin( o+ ) 0 sin( g )sin( o+ )
(A.14)
et le reste
IN] Xt £ cos Inf(; o) Z cos Inf(; o)
Ro (0 )= 4 P—= . = P—= :
NNl w1 Sin(o )sin( o+ ) v Sin(o )sin( o+ )
(A.15)
On obtient aiement la majoration suivante
zZ q
iRM( o) 4 p ; A.16
oo PR s or ) -
et, en observant que l'inegrande est une fonction cecroissante
S
: : 40 n) o N
RN o; p 4 2N A.17
IRo (05 )i P e D) SN2 . (A.17)

La methode pour calculerly est donc la suivante. Poum =1;2;3;:::
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1. Calculer ,, puis l'inegrale entre , et ,.

2. Calculer la somme ([)N] (en eparant termes positifs et termes regatifs, et en
sommant les plus petits termes d'abord).

3. Calculer le majorant du reste. SingN]j "l ([)N]

toerance e par l'utilisateur, " =10 8).

, alors arréter le calcul { :

A.3 Limitation des erreurs d'arrondi

Les , convergent tes rapidement vers o, et la dierence o sera donc
ereralement tes petite, ce qui peut entramer d'importantes erreurs d'arrondis. Il
est pekrable dans ce cas d'e ectuer le changement de variable=

On a alors
xt £ .. cos In——Sn
(s )= 4 pP———co ) (; (A.18)
=0 o sin sin(2 o )
avec o
e,Ssin2 g
= =arctan —M— A.19
n 0 n 1+ e COSZO ( )
et S
4
iRNIC ) B n 4 - A.20
R0 Po—e——=" 4 G5, (A.20)

La formule peedente est ineressante. En e et, , pourra au mieux etre calcue
a 10 16 pes (erreur absolue). DBnc I'erreur absolue sur le calcul de l'inegrale ne
pourra étre plus petite que 108="sin2 .

A.4 Impémentation du calcul

Commelg est une fonction qui cepend de o et , nous avons e ectle deux cas
de calcul :

1. =0:15et =1 :;2:3;::::;89,
2. 90=45 et =0:0050:0220:039:::;0:175.
Pour chaque cas, nous avons estine des erreurs relatives :

P N N
. | L+ RN o )
1. Erreur relative ", du calcul de linegrale 1)V, *, = —n=0 I""[N](J L )( 0; )] a
0 0;

"I est erreur absolue de l'inegrande sur chaque intervalle,{ 1; ] par des
methodes nuneriques standard.
[N] 2

: jl |
2. Erreur relative "? entre 11V o; et 12( o; ), "7 = JO[—N]OJ; al I estle
IO

esultat de I'inegrande |, obtenue par la fonctionquaddu modulescipy.integrate
en Python.
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Le code suivant donne le source python permettant de ealiser I'approche decrite
ci-dessus.

import itertools
import numpy as np
from scipy.integrate import quad

def integrand(psi, beta, epsilon):
sinl = np.sin(psi)
sin2 = np.sin(2*beta-psi)
return 4*np.cos(epsilon*np.log(sinl/sin2))/np.sqgrt(sinl*sin2)

def I0(beta,epsilon):
C = np.cos(2*beta)
S = np.sin(2*beta)
psi2 = beta
integrals = []
errors = []
minimum_error = 1E-8/np.sqrt(s) # Limitation des erreurs d’
arrondi
for n in itertools.count():
e = np.exp(-(n+0.5)*np.pi/epsilon)
psil = np.arctan(e*s/(1+e*c))
integral, error = quad(integrand, psil, psi2, args=(beta,
epsilon))

integrals.append(integral)
total_integral = np.math.fsum(integrals)

errors.append(error)
Rn = 4*np.sqrt(psil/np.sin(2*beta))
total_error = np.math.fsum(errors)+Rn

psi2 = psil

if (Rn <= 1le-8*abs(total_integral))
or (total_error <= minimum_error):
return total_integral, total _error

def 10_star(beta,epsilon):
numerical_integration, = quad(integrand, 0, beta, args=(beta,
epsilon))
return numerical_integration
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Figure A.1 { Erreur relative ", (%) du calcul de l'inegrale I([,N] ( =0:15).

Figure A.2 { Erreur relative "’ (%) entre deux approches (= 0:15).
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Figure A.3 { Erreur relative ", (%) du calcul de l'inegrale I[N ( =45 ).

Figure A.4 { Erreur relative "? (%) entre deux approches (, = 45 ).

r

Les gures A.1 et A.3 montrent des faibles erreurs relative§ sur le calcul de
I'inegrale IC[,N] pour toute la gamme de (o; )-valeurs lisees ci-dessus. Cela signi e

gue les esultats del C[)N] sont tes proche des esultats eelle de l'inegrale I .

Cependant, des petites erreurs relative§’ entre I([)N] et 1 dans les gures A.2 et

A.4 montrent que l'approche decrite ci-dessus n'est pas recessaire et nous nous sommes
donc appuyes sans pecaution sur la fonctiorguad du module scipy.integrate
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pourevaluer l'inegrale 1,. Notons que des faibles erreurs relatives sontegalement
obsenees pour les autres inegralesl,, (k = 2; 1;1;2) (les gures ne sont pas
reproduites ici).



Annexe B

Analyseenergetique de la
propagation des ssures

B.1 Raisonnement de Grith

( ) aee le premieraetudier la rupture d'un point de vueenergetique.
lletudie leventualie de la propagation d'une ssure sous chargement constant.
Si I'on cee une longueur de ssurd. Lenergie total d'un milieu sécrit :

(1)= W, + W, (B.1)

al W, est lenergie potentielle etW, est lenergie dissigee.

Hypothese de ( ) skecrit : la ssure avance lorsque cela lui permet de
minimiser sonenergie totale :

D'apes ( ), il a compae lesenergies avant et apes propagation sous
le m&me chargement :

| siWp(l)+ Wy(l) <W (I +dl)+ Ws(l +dl) : la ssure nevolue pas et conserver
la longueurl,

| siWp(l)+ Ws(l)  Wp(l+dl)+ W(l +dl) : le corps "a inerét"a accro'tre la
longueur de la ssure de Hpour minimiser sonenergie.

7
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Figure B.1 { Energie total avant et apes la propagation sous le m&me chargement.

Concernant son raisonnement, la condition pour la propagation d'une ssure

sera :
(h (1+dl) (B.2)

B.2 Branchement de ssure

Theorie de Gri th se limite au cas d'une propagation de ssure en ligne droite. En
ealie, sous un chargement donre, il faut consicerer aussi la possibilie de changement
de direction de propagation de la ssure la chargement, appek aussi branchement
de la ssure. En gererale, en pesence de branchement, sous chargement constant,
lenergie total ne depend pas seulement de la longueur de ssurd, mais aussi d'un
angle qui repesente la direction de propagation

=(C L) (B.3)
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Figure B.2 { Branchement de la ssure.

Dans la cadre de I'extension de la treorie de Gri th, ( )a
propos une criere pour pedire la direction de propagation de ssure.
Hypotlrese de ( ) skcrit : La ssure se ceveloppera dans

la direction dans laquelle la variation de lenergie totale par une unie de longueur
d'avancement de ssure sera minimum et la ssure commenceraa cro'tre lorsque cela
lui permet de minimiser sonenergie totale.
D'apes cette hypotlese, la ssure commencea se propager dans la direction
= o, Sous une unit de longueur d'avancementldsi elle satisfait deux conditions :

| ( I+dl o) (1 o).
| =( I+dl; o) (I, o)estmaximale8 2[ ; ]
Notre etude dans la section 3.6.1 repose sur I'hypothese de
( ) : le mode de propagation de la ssure choisi est lea la valeur minimale de la
variation de lenergie totale ( ; ) lors d'une unie de longueur d'avancement
a 1t 2=
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