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Chapter 1

Résumé

Notons W I'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R™ et H I’espace de Cameron-Martin associé,
constitué des éléments de W qui admettent une densité dans L2. Notons aussi 4 la mesure de Wiener,
W le processus des coordonnée tet (F;) la filtration canonique de W complétée par rapport u. W
est un mouvement Brownien sous p. Soit f une fonction bornée inférieurement de W dans R. Dans

[5], Dupuis and Ellis prouvent que
—logE, [e™f] = iré}f (Eg [f] + H(O|w)) (1.0.1)

ou l'infimum est pris sur ’ensemble des probabilités 6 sur W qui sont absoluement continues par
rapport & u et dont entropie relative H(0|p) est égale a E, [% log %]. Dans [1], Boué et Dupuis

utilise cette relation pour obtenir la formule variationnelle
1 1
—logE, [e7/] =infE, |fo (W +u) + 5/ u(s)st] (1.0.2)
“ 0

olt 'infimum est pris sur les fonctions L? de W dans H dont la densité est adaptée a (F;). Cette
formulation variationnelle est utile pour obtenir des grandes déviations asymptotiques telles que des
principes de Laplace pour des diffusions avec bruit faible par exemple. Ce résultat a été étendu plus
tard par Budhiraja et Dupuis aux mouvements browniens a valeurs dans des espaces de Hilbert dans
[2], et ensuite par Zhang aux espaces de Wiener abstraits dans [27], en utilisant le cadre développé
par Ustiinel et Zakai dans [21].

La premiere formulation du théoréme de Prékopa-Leindler a été donnée par Prékopa dans [17] et
survient dans le domaine de la programmation stochastique ot de nombreux problmes d’optimization
non-linéaire nécécitent des hypotheses de convexité. Dans [8], Huu Hariya utilise la formulation
variationelle pour retrouver un théoréme de Prékopa-Leindler theorem pour ’espace de Wiener,
semblable au résultat de Ustiinel et Feyel dans [7] sur les mesures log-concaves. D’autres inégalités
fonctionnelles peuvent %tre obtenues de 2.0.2, par exemple par Lehec dans [15].

Hyndman et Wang ont montr dans [13] que

ou l'infimum est pris sur les mesures de probabilité # qui sont absoluement continues par rapport a

w et vérifient E,, [%U—}} = 1. IIs relient cette formulation aux équations différentielles stochastiques

7



8 Résumé

forward-backward et 'appliquent & divers problemes d’évaluation de zero-coupons.
L’hypothése bornée inférieurement a été significativement affaiblie par Ustiinel dans [25], elle a été
remplacée par la condition

E. [ fe=! ] < o0

et I'existence d’entier naturels conjugués p et q tels quea
ferlP(n),e! e L)

Ces hypothese relaxées ont permis de nouvelles applications. La possibilité d’utiliser des functions
non-bornées est essentielle dans les application de Dabrowski de 2.0.2 & I'entropie libre dans [4].

L’approche d’Ustiinel s’appuie sur 1’étude des perturbations de I'identité deW, qui est le processus
coordonnée, et de leur inversibilité. La question de l'inversibilité d’une perturbation adaptée de
I'identité est liée a la représentabilité des mesures et a été mis en lumiere par le célebre exemple de
Tsirelson [20]. Ustiinel a montr'e que si u € L2(u, H) et sa densité est adaptée, Iy + u est p-p.s.

inversible si et seulement si

H((Fr -+ u)pl) = 2B, [Jul}]

Si u satisfait les hypotheses du théoreme de Girsanov, cela donne un critere d’existence de solutions
fortes d’équations différentielles stochastiques. En effet, Ustiinel montre dans [24] que si Iy + u est

inversible, son inverse V est une solution forte de I’équation différentielle stochastique
dV(t) = —u(t) o Vdt + dW (1)

Pour prouver 2.0.2 avec les hypotheses d’intégrabilité spécifiées au précédemmentw, Ustiinel utilise
le fait que les perturbations qui son H-C!, c’est & dire les perturbations qui sont p.s. Fréchet-
différentiables sur H avec une différentielle de Fréchet p.s. continue sur H, sont p.s. inversibles, et
que toute perturbation peut étre approchée par des perturbations H-C! en utilisant le semigroupe
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Notre premier papier traite des fonctions H-C! functions, dont 1'utilité a été discutée précédemment
dans les problemes d’inversibilité. La dérivée de malliavin usuelle V est définie comme la dérivée
faible dans les directions de H sur les fonctions cylindriqueside la forme F(Wy,,..., Wy, ): sif est

cylindrique et h appartient a H

Vif(w) w + Ah)

=l

Le théoreme de Riesz assure que V f peut étre vu comme un élément de H. V est fermable et on

définit D, ; comme le complété de I’ensemble des fonctions cylindrique pour la norme

-l f o= [y + IV Floe(u,m)

Par récurrence, on peut définir les dérivées faibles ou fortes d’ordre supérieur dans les directions de
H. 11 est bien str plus difffcile de montrer qu’unequ’une fonction est H — C% que de prouver qu’elle
appartient & un D, 4. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (P;) est définis comme suit

P f(w) = /Wf (e’tw +V1- e*”y) p(dy)



En se basant sur le travail de Kusuoka dans [14], Ustiinel a montré dans [22] que si une fonction f est
dans un LP(u), alors Py f est H — C* et méme analytique dasns les directions de H. Nous utilisons
ce résulatat pour donner un critere relativement simple pour obtenir la différentiabilité forte dans
les directions de H: si f appartient & un Dy, 4 et Vef est pu-p.s. uniformemment continue sur toute
boule de H centrée en zéro, alors f est H — C? et ses dérivées fortes jusqua l'ordre n sont égales a
ses dérivées faibles du méme ordre.

Notre second papier est centré sur 'obtention d’une formulation variationnelle similaire & 2.0.2 dans

le cas d’une diffusion V qui vérifie une équation différentielle stochastique

V(t) :c+/0 J(V(s))dB(s)Jr/O b(V(s))ds

ou B est un mouvement brownien, généralisant donc le cas d’'un mouvement brownien. Nous affaib-
lissons aussi les hypotheéses d’intégrabilité sur f puisque nous supposons seulement queE[fe™/] < oo
et f € LP(u) pour un certain p > 1. La preuve d’Ustiinel’s consiste & approcher f avec des fonctions
H-C" et d’ensuite utiliser des perturbations H-C!, qui sont inversibles, obtenues en utilisant ces fonc-
tions. Cette abroche est profondemment encrée dans le modéle brownien, parce qu’elle s’appuie sur
des outils sophistiqu‘’es d’analyse stochastique développés dans le cadre gaussien. Ici nous écrivons
la densité ]E[”%ff] comme une exponentielle de Wick d’un certain v puis approchons v avec des per-
turbations rettardées qui sont inversibles. Comme nous travaillonosu la loi d’une diffusion et non la
mesure de Wiener, les perturbations considéreées ne sont pas affines. Nous travaillons sur W muni
de la mesure image de (V, B) que nous notons p* et nous construisons un mouvement brownien Bx

qur W qui vérifie . ,
W(t) = c+/0 a(W(s))dBx(s) +/0 b(W(s))ds

Nous considérons uniquement les perturbations qui vérifient la condition de Girsanov. Si u est une

telle eprturbation, nous notons X* la solution de ’quation différentielle stochastique

X“=c+/0 (X" ())d (Bx + u) (s)+/0 B(X"(s))ds

et X¥ = (X, Bx + u). X" joue le méme rdle que W + u dans le cas brownien et est inversible si et
seulement si

. 1
H(X" %) = 5By [fulf]

Nous concluons le papier avec une discussion sur l'atteignabilité de I'infimum dans la formulation
variationnelle.

Notre troisieme papier présente un cadre général pour obtenir une formulation variationnelle pour
—logE,[e~/] pour une large classe de mesures v. Nous donnons un ensemble de conditions pour
qu’un ensemble de processus (W) puisse agir comme des perturbations de W. L’idée principale est
d’étre capable de faire un changement de variable similaire a celui de Girsanov par rapport a un
mouvement brownien  pour passer de W a W*. Dans un premier temps nous voulons avoir un
cadre minimal permettant d’obtenir la formulation variationelle, nous considérons seulemet les u

dont la densité est p.s. bornée et nous montrons que

1
—logE, [e™/] = infE, [f oW* 4+ 2|u|§{}
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ou I'infimum est pris sur les u dont la densité est p.s. bornée, donnant donc une description plus fine
de l'infimum. Les hypotheses d’intégrabiité sur f restent les méme que dans le cas d’une diffusion.
Dans un second temps, nous étudions les possibilités d’extension du domaine sur lequel I'infimum
est pris, pour obtenir des résultats de calcul variationnel, portant principalement sur I'atteignabilité
de l'infimum, et des résultats d’inversibilité. En effet, nous prouvons encore une fois que W* est

inversible si et seulement si
“ 1
H(W"v|v) = §EV [ul?]

and in case of invertibility its inverse is of the form W". De plus, U'inversibilité de W* peut étre
reliée a l'existence de solutions fortes d’équations différentielle stochastiques. Si W* peut étre écrit

W +w*, avec w" € L°(v, H) adapté, et est inversible, son inverse W¢ vérifie

~~
AWP(t) = — W™ (t) o WPdt + dW (¢)

Nous démontrons aussi un théoreme de Prékopa-Leindler sur W pour la mesure v, cependant la
complexité des hypotheses semble contraingnante.

Nous appliquons ce cadre général a de nombreux exemples. Nous retrouvons d’abord le cas de la
mesure image d’une diffusion du second papier, et nous étudions ensuite le cas de la mesure image
d’un pont Brownien, d’'une mesure de boucle, et finalement de la mesure image d’un ensemble de
particules qui diffusent. Le comportement de particules qui diffusent satisfait un systeme différentiel
stochastique étudié par Cépa an et Lepingle dans [3], ainsi que Rogers et Shi dans [19]. Nous nous
focalisons sur le cas ou le systéme différentiel stochastique vérifié par les particules(Zy, ..., Z,) est

de la forme

Zi(t) = (o)+aBl()+b/021()ds+ct+v > /d_sz(s)
JE{Lmn}\{1} !

Zn ()

t
2,(0) + 0B, (t) + b/ Zn(s)ds+ct+y Y / SIS
0 jE€{L e m\{n}

ol (By, ..., By) est un mouvement brownien a valeurs dans R™ et o2 < 2, ce qui garantie I’absence

de collisions.

Notre quatrieme papier se focalise sur 'obtention d’une formulation variationnelle pour —logE,, [e‘f |]-'T] ,
ou 7 est un temps d’arrét. La relation 2.0.3, obtenue pour un temps déterministes t, est tres sem-
blable & 2.0.1, on se pose donc naturellement trois questions: peut-on obtenir une relation similaire

a 2.0.2 pour l'espérance conditionnelle, peut-on I’étendre a d’autres mesures avec le cadre développé
dans notre troisieme papier, et finalement ces relations restent-elles valides si on remplace t par

un temps d’arrét 77 Notre papier répond affirmativement a ces trois questions. Nous gardons les

notations de notre troisieme papier et montrons que

—logE, [e*f| F] = iI;f (IE,, [fIF+] + E, {30 log z‘}}}> (1.0.4)

—logE, [e /| F] = ifE, [foW“—i—;uﬁJ

]-'T} (1.0.5)
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Dans 2.0.4 nous supposons que E,, [ fe=f } < oo et 'infimum est pris sur ’ensemble des mesures de
probabilité 6 sur W qui sont absolument continues sur W par rapport & v et telles queE,, [4|F,] = 1.
Dans 2.0.5, I'infimum est pris sur les u e W dans H, avec densité adapté, qui sont dans L? et tels
que li<;4(t) = 0, et nous supposons qu'il existe deux entiers naturels conjugués p et q tels que
f € LP(v) et e~/ € L(v). Remarquons que nous avons du renforcer les hypothéses d’intégrabilité
sur f par rapport au cas non-conditionnel. En fait les hypotheses d’int‘’egrabilité sur f sont les méme
que dans[25]. Comme dans notre troisiéme papier, nous obtenons un résultat similaire au théoreme
de Prékopa-Leindler theorem pour l'espérance conditionnelle, mais les hypotheses d(intégrabilité
semblent contraignantes. Notons W 1’espace des fonctions continues de [0, 1] dans R™ et H 1’espace
de Cameron-Martin associé, constitué des éléments de W qui admettent une densité dans L?. Notons
aussi p la mesure de Wiener, W le processus des coordonnée tet (F;) la filtration canonique de W
completée par rapport p. W est un mouvement Brownien sous p. Soit f une fonction bornée

inférieurement de W dans R. Dans [5], Dupuis and Ellis prouvent que
—logE, [e™f] = irelf (Eo [f]+ H(O|1)) (1.0.6)

ou l'infimum est pris sur ’ensemble des probabilités 6 sur W qui sont absoluement continues par
rapport a p et dont entropie relative H(0|p) est égale a E, [% log %]. Dans [1], Boué et Dupuis

utilise cette relation pour obtenir la formule variationnelle
—f . 1 ! . 2
—logE, [e7/] =infE, |fo (W +u) + 3 |u(s)|*ds (1.0.7)
w 0

olt 'infimum est pris sur les fonctions L? de W dans H dont la densité est adaptée a (F;). Cette
formulation variationnelle est utile pour obtenir des grandes déviations asymptotiques telles que des
principes de Laplace pour des diffusions avec bruit faible par exemple. Ce résultat a été étendu plus
tard par Budhiraja et Dupuis aux mouvements browniens & valeurs dans des espaces de Hilbert dans
[2], et ensuite par Zhang aux espaces de Wiener abstraits dans [27], en utilisant le cadre développé
par Ustiinel et Zakai dasn [21].

La premiére formulation du théoréme de Prékopa-Leindler a été donnée par Prékopa dans [17] et
survient dans le domaine de la programmation stochastique ot de nombreux problmes d’optimization
non-linéaire nécécitent des hypotheses de convexité. Dans [8], Huu Hariya utilise la formulation
variationelle pour retrouver un théoreme de Prékopa-Leindler theorem pour ’espace de Wiener,
semblable au résultat de Ustiinel et Feyel dans [7] sur les mesures log-concaves. D’autres inégalités
fonctionnelles peuvent %tre obtenues de 2.0.2, par exemple par Lehec dans [15].

Hyndman et Wang ont montr dans [13] que

ou l'infimum est pris sur les mesures de probabilité # qui sont absoluement continues par rapport a
et vérifient E,, [%L}}} = 1. IIs relient cette formulation aux équations différentielles stochastiques
forward-backward et I’appliquent a divers problemes d’évaluation de zero-coupons.
L’hypothése bornée inférieurement a été significativement affaiblie par Ustiinel dans [25], elle a été
remplacée par la condition

E, [ fe=! ] < o0
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et lexistence d’entier naturels conjugués p et q tels quea
feLP(u),et e Lp)

Ces hypothese relaxées ont permis de nouvelles applications. La possibilité d’utiliser des functions
non-bornées est essentielle dans les application de Dabrowski de 2.0.2 & I'entropie libre dans [4].
L’approche d’Ustiinel s’appuie sur I’étude des perturbations de l'identité deW, qui est le processus
coordonnée, et de leur inversibilité. La question de l'inversibilité d’une perturbation adaptée de
I'identité est liée a la représentabilité des mesures et a été mis en lumiere par le célebre exemple de
Tsirelson [20]. Ustiinel a montr'e que si u € L(uu, H) et sa densité est adaptée, Iyy 4+ u est p-p.s.
inversible si et seulement si

H((F + u)ulu) = 3, [fuf}]

Si u satisfait les hypotheses du théoreme de Girsanov, cela donne un critere d’existence de solutions
fortes d’équations différentielles stochastiques. En effet, Ustiinel montre dans [24] que si Iy + u est

inversible, son inverse V est une solution forte de I’équation différentielle stochastique
dV(t) = —u(t) o Vdt + dW (1)

Pour prouver 2.0.2 avec les hypotheses d’intégrabilité spécifiées au précédemmentw, Ustiinel utilise
le fait que les perturbations qui son H-C!, c’est & dire les perturbations qui sont p.s. Fréchet-
différentiables sur H avec une différentielle de Fréchet p.s. continue sur H, sont p.s. inversibles, et
que toute perturbation peut étre approchée par des perturbations H-C! en utilisant le semigroupe
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Notre premier papier traite des fonctions H-C! functions, dont 'utilité a été discutée précédemment
dans les problemes d’inversibilité. La dérivée de malliavin usuelle V est définie comme la dérivée
faible dans les directions de H sur les fonctions cylindriqueside la forme F(Wy,,..., Wy, ): sif est

cylindrique et h appartient a H

Vi f (w) w + AR)

= ol

Le théoreme de Riesz assure que V f peut étre vu comme un élément de H. V est fermable et on

définit D, ; comme le complété de I’ensemble des fonctions cylindrique pour la norme

-l f = 1 f ey + IV Floeu,m)

Par récurrence, on peut définir les dérivées faibles ou fortes d’ordre supérieur dans les directions de
H. 11 est bien str plus difffcile de montrer qu’unequ’une fonction est H — C% que de prouver qu’elle

appartient & un D, 4. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (P;) est définis comme suit
Puf(w) = [ 1 (7w VI= ) utdy)
W

En se basant sur le travail de Kusuoka dans [14], Ustiinel a montré dans [22] que si une fonction f est
dans un LP(u), alors P, f est H — C* et méme analytique dasns les directions de H. Nous utilisons
ce résulatat pour donner un critere relativement simple pour obtenir la différentiabilité forte dans
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les directions de H: si f appartient & un D, 4 et Vef est pu-p.s. uniformemment continue sur toute
boule de H centrée en zéro, alors f est H — C? et ses dérivées fortes jusqua l'ordre n sont égales &
ses dérivées faibles du méme ordre.

Notre second papier est centré sur I'obtention d’une formulation variationnelle similaire a 2.0.2 dans

le cas d’une diffusion V qui vérifie une équation différentielle stochastique

V(t) :c+/0 J(V(s))dB(s)Jr/O b(V(s))ds

ou B est un mouvement brownien, généralisant donc le cas d’'un mouvement brownien. Nous affaib-
lissons aussi les hypotheses d’intégrabilité sur f puisque nous supposons seulement queE[fe™f] < oo
et f € LP(u) pour un certain p > 1. La preuve d’Ustiinel’s consiste & approcher f avec des fonctions
H-C" et d’ensuite utiliser des perturbations H-C!, qui sont inversibles, obtenues en utilisant ces fonc-
tions. Cette abroche est profondemment encrée dans le modele brownien, parce qu’elle s’appuie sur
des outils sophistiqu‘’es d’analyse stochastique développés dans le cadre gaussien. Ici nous écrivons
la densité ]E[ee;,ff] comme une exponentielle de Wick d’un certain v puis approchons v avec des per-
turbations rettardées qui sont inversibles. Comme nous travaillonosu la loi d’une diffusion et non la
mesure de Wiener, les perturbations considéreées ne sont pas affines. Nous travaillons sur W muni
de la mesure image de (V, B) que nous notons x* et nous construisons un mouvement brownien Sx

qur W qui vérifie . .
W(t) = c—l—/o o(W(s))dBx(s) —|—/0 b(W(s))ds

Nous considérons uniquement les perturbations qui vérifient la condition de Girsanov. Si u est une

telle eprturbation, nous notons X" la solution de ’quation différentielle stochastique

Xt = ot [o(XU @B w o)+ [ 0 )

et X¥ = (X%, Bx +u). X* joue le méme role que W + u dans le cas brownien et est inversible si et
seulement si )
X, X
HX" ") = 5By [fulf]

Nous concluons le papier avec une discussion sur l'atteignabilité de I'infimum dans la formulation
variationnelle.

Notre troisieme papier présente un cadre général pour obtenir une formulation variationnelle pour
—logE,[e~/] pour une large classe de mesures v. Nous donnons un ensemble de conditions pour
qu’un ensemble de processus (W) puisse agir comme des perturbations de W. L’idée principale est
d’étre capable de faire un changement de variable similaire a celui de Girsanov par rapport a un
mouvement brownien  pour passer de W a W*. Dans un premier temps nous voulons avoir un
cadre minimal permettant d’obtenir la formulation variationelle, nous considérons seulemet les u

dont la densité est p.s. bornée et nous montrons que
—f . u 1 2
—logE, [e7/] =infE, |foW"+ Z|ul}
u 2

ou I'infimum est pris sur les u dont la densité est p.s. bornée, donnant donc une description plus fine

de 'infimum. Les hypothéses d’intégrabiité sur f restent les méme que dans le cas d’une diffusion.
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Dans un second temps, nous étudions les possibilités d’extension du domaine sur lequel I'infimum
est pris, pour obtenir des résultats de calcul variationnel, portant principalement sur I’atteignabilité
de l'infimum, et des résultats d’inversibilité. En effet, nous prouvons encore une fois que W* est

inversible si et seulement si 1
HW"v|v) = JE, [ul%]
and in case of invertibility its inverse is of the form W". De plus, Uinversibilité de W™ peut étre

reliée a 'existence de solutions fortes d’équations différentielle stochastiques. Si W* peut étre écrit

W+ w*, avec w* € L°(v, H) adapté, et est inversible, son inverse WV vérifie

A~
dW?(t) = — w" (t) o W¥dt + dW ()

Nous démontrons aussi un théoreme de Prékopa-Leindler sur W pour la mesure v, cependant la
complexité des hypotheses semble contraingnante.

Nous appliquons ce cadre général a de nombreux exemples. Nous retrouvons d’abord le cas de la
mesure image d’une diffusion du second papier, et nous étudions ensuite le cas de la mesure image
d’un pont Brownien, d’'une mesure de boucle, et finalement de la mesure image d’un ensemble de
particules qui diffusent. Le comportement de particules qui diffusent satisfait un systeme différentiel
stochastique étudié par Cépa an et Lepingle dans [3], ainsi que Rogers et Shi dans [19]. Nous nous
focalisons sur le cas ou le systéme différentiel stochastique vérifié par les particules(Zy, ..., Z,) est

de la forme

Zi(t) = 2(0)4+0Bi(t)+b tZl(s)ds—&—ct—i—w >
/0 jefL n}\{l}/ Z() = Z,(5)
Zo(t) = zn(O)—i—aBn(t)—i—b/o Za(s)s+ct+y 3 / P RCEY A

Je{l-ni\{n}

ot (By, ..., By) est un mouvement brownien & valeurs dans R" et 02 < 2+, ce qui garantie I’absence

de collisions.

Notre quatrieme papier se focalise sur 'obtention d’une formulation variationnelle pour —log E, [e*f |}"T] ,
ol 7 est un temps d’arrét. La relation 2.0.3, obtenue pour un temps déterministes t, est tres sem-
blable & 2.0.1, on se pose donc naturellement trois questions: peut-on obtenir une relation similaire

a 2.0.2 pour 'espérance conditionnelle, peut-on I’étendre a d’autres mesures avec le cadre développé
dans notre troisieme papier, et finalement ces relations restent-elles valides si on remplace t par

un temps d’arrét 77 Notre papier répond affirmativement a ces trois questions. Nous gardons les

notations de notre troisieme papier et montrons que

—logE, [e” /| F;] inf (]E,, [f|F-] +E, {Z log — ‘ F. D (1.0.9)

—logE, [e”/| ;] inf E, [f oW + %|u|§1

ff} (1.0.10)

Dans 2.0.4 nous supposons que E,, [fe™/] < co et 'infimum est pris sur I'ensemble des mesures de
probabilité § sur W qui sont absolument continues sur W par rapport a v et telles queE, [% |]-'t] =1
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Dans 2.0.5, I'infimum est pris sur les u e W dans H, avec densité adapté, qui sont dans L? et tels
que 1;<,%(t) = 0, et nous supposons qu’il existe deux entiers naturels conjugués p et q tels que
feLP(v)et e € LIYv). Remarquons que nous avons du renforcer les hypothéses d’intégrabilité
sur f par rapport au cas non-conditionnel. En fait les hypotheses d’int‘’egrabilité sur f sont les méme
que dans[25]. Comme dans notre troisiéme papier, nous obtenons un résultat similaire au théoréme
de Prékopa-Leindler theorem pour l’espérance conditionnelle, mais les hypotheses d(intégrabilité
semblent contraignantes. Notons W I'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R™ et H l'espace
de Cameron-Martin associé, constitué des éléments de W qui admettent une densité dans L%. Notons
aussi p la mesure de Wiener, W le processus des coordonnée tet (F;) la filtration canonique de W
completée par rapport p. W est un mouvement Brownien sous p. Soit f une fonction bornée
inférieurement de W dans R. Dans [5], Dupuis and Ellis prouvent que

—logE, [e7/] = inf (B [f] + H(0]1)) (1.0.11)

ou l'infimum est pris sur ’ensemble des probabilités 6 sur W qui sont absoluement continues par
rapport & p et dont l'entropie relative H(6|u) est égale a E, [% log %}. Dans [1], Boué et Dupuis

utilise cette relation pour obtenir la formule variationnelle
1
—logE, [e7/] =infE, |fo (W +u) + 5/ ﬂ(s)gds] (1.0.12)
“ 0

ot l'infimum est pris sur les fonctions L? de W dans H dont la densité est adaptée a (F;). Cette
formulation variationnelle est utile pour obtenir des grandes déviations asymptotiques telles que des
principes de Laplace pour des diffusions avec bruit faible par exemple. Ce résultat a été étendu plus
tard par Budhiraja et Dupuis aux mouvements browniens a valeurs dans des espaces de Hilbert dans
[2], et ensuite par Zhang aux espaces de Wiener abstraits dans [27], en utilisant le cadre développé
par Ustiinel et Zakai dasn [21].

La premiere formulation du théoréme de Prékopa-Leindler a été donnée par Prékopa dans [17] et
survient dans le domaine de la programmation stochastique ol de nombreux problmes d’optimization
non-linéaire nécécitent des hypotheses de convexité. Dans [8], Huu Hariya utilise la formulation
variationelle pour retrouver un théoreme de Prékopa-Leindler theorem pour ’espace de Wiener,
semblable au résultat de Ustiinel et Feyel dans [7] sur les mesures log-concaves. D’autres inégalités
fonctionnelles peuvent %tre obtenues de 2.0.2, par exemple par Lehec dans [15].

Hyndman et Wang ont montr dans [13] que

—logE, [e—f] Fi] = iIelf <JE9 [f|Ft] +Eq [log ji’ ]—"t] ) (1.0.13)

ou l'infimum est pris sur les mesures de probabilité # qui sont absoluement continues par rapport a
et vérifient E,, [%Lﬁ} = 1. Ils relient cette formulation aux équations différentielles stochastiques
forward-backward et I’appliquent a divers problémes d’évaluation de zero-coupons.
L’hypothése bornée inférieurement a été significativement affaiblie par Ustiinel dans [25], elle a été
remplacée par la condition

E, [ fe=! ] < o0

et I'existence d’entier naturels conjugués p et q tels quea

feLP(p),e e L)
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Ces hypothese relaxées ont permis de nouvelles applications. La possibilité d’utiliser des functions
non-bornées est essentielle dans les application de Dabrowski de 2.0.2 & I'entropie libre dans [4].
L’approche d’Ustiinel s’appuie sur I’étude des perturbations de 1'identité deW, qui est le processus
coordonnée, et de leur inversibilité. La question de l'inversibilité d’une perturbation adaptée de
I'identité est liée a la représentabilité des mesures et a été mis en lumiére par le célebre exemple de
Tsirelson [20]. Ustiinel a montr’e que si u € L?(u, H) et sa densité est adaptée, Iy + u est p-p.s.
inversible si et seulement si

H((F + u)ulu) = 3, [fuf}]

Si u satisfait les hypotheses du théoreme de Girsanov, cela donne un critere d’existence de solutions
fortes d’équations différentielles stochastiques. En effet, Ustiinel montre dans [24] que si Iy + u est

inversible, son inverse V est une solution forte de I’équation différentielle stochastique
dV (t) = —u(t) o Vdt + dW (¢)

Pour prouver 2.0.2 avec les hypotheses d’intégrabilité spécifiées au précédemmentw, Ustiinel utilise
le fait que les perturbations qui son H-C', c’est & dire les perturbations qui sont p.s. Fréchet-
différentiables sur H avec une différentielle de Fréchet p.s. continue sur H, sont p.s. inversibles, et
que toute perturbation peut étre approchée par des perturbations H-C! en utilisant le semigroupe
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Notre premier papier traite des fonctions H-C! functions, dont 'utilité a été discutée précédemment
dans les problemes d’inversibilité. La dérivée de malliavin usuelle V est définie comme la dérivée
faible dans les directions de H sur les fonctions cylindriqueside la forme F(Wy,,..., Wy, ): si f est
cylindrique et h appartient a H

Vi f (w) w + Ah)

- S
dX A0
Le théoreme de Riesz assure que V f peut étre vu comme un élément de H. V est fermable et on

définit D, ; comme le complété de I’ensemble des fonctions cylindrique pour la norme

l-lp, i f = [ floeuy + IV Fleu,m

Par récurrence, on peut définir les dérivées faibles ou fortes d’ordre supérieur dans les directions de
H. 11 est bien str plus difffcile de montrer qu'unequ’une fonction est H — C?% que de prouver qu’elle

appartient & un D, 4. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (P;) est définis comme suit
P f(w) = / f (e‘tw +V1- e‘”y) n(dy)
w

En se basant sur le travail de Kusuoka dans [14], Ustiinel a montré dans [22] que si une fonction f est
dans un LP(u), alors P.f est H — C'*° et méme analytique dasns les directions de H. Nous utilisons
ce résulatat pour donner un critére relativement simple pour obtenir la différentiabilité forte dans
les directions de H: si f appartient & un D), 4 et V<f est y-p.s. uniformemment continue sur toute
boule de H centrée en zéro, alors f est H — C? et ses dérivées fortes jusqua l'ordre n sont égales a
ses dérivées faibles du méme ordre.
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Notre second papier est centré sur I’obtention d’une formulation variationnelle similaire & 2.0.2 dans

le cas d’une diffusion V qui vérifie une équation différentielle stochastique

V(t) :c—i—/O 0(V(s))dB(s)+/0 b(V(s))ds

ou B est un mouvement brownien, généralisant donc le cas d’'un mouvement brownien. Nous affaib-
lissons aussi les hypotheéses d’intégrabilité sur f puisque nous supposons seulement queE[fe™/] < oo
et f € LP(u) pour un certain p > 1. La preuve d’Ustiinel’s consiste & approcher f avec des fonctions
H-C' et d’ensuite utiliser des perturbations H-C!, qui sont inversibles, obtenues en utilisant ces fonc-
tions. Cette abroche est profondemment encrée dans le modeéle brownien, parce qu’elle s’appuie sur
des outils sophistiqu‘’es d’analyse stochastique développés dans le cadre gaussien. Ici nous écrivons
la densité ]E[’%,ff] comme une exponentielle de Wick d’un certain v puis approchons v avec des per-
turbations rettardées qui sont inversibles. Comme nous travaillonosu la loi d’une diffusion et non la
mesure de Wiener, les perturbations considéreées ne sont pas affines. Nous travaillons sur W muni
de la mesure image de (V, B) que nous notons p* et nous construisons un mouvement brownien Bx

qur W qui vérifie
W(t) = c+/0 o(W(s))dBx(s) +/O b(W (s))ds

Nous considérons uniquement les perturbations qui vérifient la condition de Girsanov. Si u est une

telle eprturbation, nous notons X* la solution de I’quation différentielle stochastique

Xt=c+ / o (X" (s))d (Bx +u) () + / b(X%(s))ds

et X¥ = (X, Bx + u). X" joue le méme rdle que W + u dans le cas brownien et est inversible si et

seulement si
“ 1
H(X" (i) = 5By [Julf]

Nous concluons le papier avec une discussion sur l'atteignabilité de I'infimum dans la formulation
variationnelle.

Notre troisieme papier présente un cadre général pour obtenir une formulation variationnelle pour
—logE,[e~f] pour une large classe de mesures v. Nous donnons un ensemble de conditions pour
qu’un ensemble de processus (W) puisse agir comme des perturbations de W. L’idée principale est
d’étre capable de faire un changement de variable similaire & celui de Girsanov par rapport a un
mouvement brownien [ pour passer de W a W*. Dans un premier temps nous voulons avoir un
cadre minimal permettant d’obtenir la formulation variationelle, nous considérons seulemet les u

dont la densité est p.s. bornée et nous montrons que
—f . u 1 2
—logE, [e7/] =infE, |foW" + -|ul3;
u 2

ou l'infimum est pris sur les u dont la densité est p.s. bornée, donnant donc une description plus fine
de l'infimum. Les hypotheses d’intégrabiité sur f restent les méme que dans le cas d’une diffusion.
Dans un second temps, nous étudions les possibilités d’extension du domaine sur lequel I'infimum

est pris, pour obtenir des résultats de calcul variationnel, portant principalement sur I'atteignabilité
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de linfimum, et des résultats d’inversibilité. En effet, nous prouvons encore une fois que W* est

inversible si et seulement si )
H(WYv|v) = 5IE:V [ul%]

and in case of invertibility its inverse is of the form W?". De plus, U'inversibilité de W*" peut étre
reliée a l'existence de solutions fortes d’équations différentielle stochastiques. Si W™ peut étre écrit
W+ w", avec w* € L°(v, H) adapté, et est inversible, son inverse W¢ vérifie

=
AWP(t) = —w™ (t) o W¥dt + dW (¢)

Nous démontrons aussi un théoreme de Prékopa-Leindler sur W pour la mesure v, cependant la
complexité des hypothéses semble contraingnante.

Nous appliquons ce cadre général a de nombreux exemples. Nous retrouvons d’abord le cas de la
mesure image d’une diffusion du second papier, et nous étudions ensuite le cas de la mesure image
d’un pont Brownien, d’une mesure de boucle, et finalement de la mesure image d’un ensemble de
particules qui diffusent. Le comportement de particules qui diffusent satisfait un systeme différentiel
stochastique étudié par Cépa an et Lepingle dans [3], ainsi que Rogers et Shi dans [19]. Nous nous
focalisons sur le cas ou le systeme différentiel stochastique vérifié par les particules(Zy, ..., Z,) est

de la forme

t t
d
21(0) +0B1(t) +b | Zi(s)ds+ct+7y E / —
0 0

s
Z1(t)
je{l,..,n}\{1} Z1(s) — Z;(s)

Zn(t)

20(0) + 0By (t) + b/o Zn(s)ds +ct +7 /0 Z(s)CZ—SZ](s)

ott (By, ..., By) est un mouvement brownien & valeurs dans R" et 0 < 2+, ce qui garantie I’absence

Je{l,-n\{n}

de collisions.

Notre quatrieme papier se focalise sur 'obtention d’une formulation variationnelle pour — log E,, [e‘f |]-'T] ,
ou 7 est un temps d’arrét. La relation 2.0.3, obtenue pour un temps déterministes t, est tres sem-
blable & 2.0.1, on se pose donc naturellement trois questions: peut-on obtenir une relation similaire

a 2.0.2 pour l'espérance conditionnelle, peut-on I’étendre a d’autres mesures avec le cadre développé
dans notre troisieme papier, et finalement ces relations restent-elles valides si on remplace t par

un temps d’arrét 77 Notre papier répond affirmativement a ces trois questions. Nous gardons les

notations de notre troisieme papier et montrons que

—logE, [e”/| ;] i%f (]E,, [f|F:] +E, {delog jz‘ﬁD (1.0.14)

dv

~logE, [e /| F;] inf [fo W + %Iulif

ﬂ} (1.0.15)

Dans 2.0.4 nous supposons que E, [fe_f} < 00 et I'infimum est pris sur I’ensemble des mesures de
probabilité 6 sur W qui sont absolument continues sur W par rapport a v et telles queE, [g—f |.7-"t] =1.
Dans 2.0.5, I'infimum est pris sur les u e W dans H, avec densité adapté, qui sont dans L? et tels
que 1;<,%(t) = 0, et nous supposons qu’il existe deux entiers naturels conjugués p et q tels que
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feLP(v)et e € LYv). Remarquons que nous avons du renforcer les hypotheses d’intégrabilité
sur f par rapport au cas non-conditionnel. En fait les hypotheses d’int‘’egrabilité sur f sont les méme
que dans[25]. Comme dans notre troisiéme papier, nous obtenons un résultat similaire au théoreme
de Prékopa-Leindler theorem pour l'espérance conditionnelle, mais les hypotheses d(intégrabilité
semblent contraignantes. Notons W 1’espace des fonctions continues de [0, 1] dans R™ et H 1’espace
de Cameron-Martin associé, constitué des éléments de W qui admettent une densité dans L2. Notons
aussi p la mesure de Wiener, W le processus des coordonnée tet (F;) la filtration canonique de W
completée par rapport p. W est un mouvement Brownien sous p. Soit f une fonction bornée

inférieurement de W dans R. Dans [5], Dupuis and Ellis prouvent que
—logE, [e™f] = inf (Eo [f] + H(O|p)) (1.0.16)

ou l'infimum est pris sur ’ensemble des probabilités 6 sur W qui sont absoluement continues par

do

rapport a et dont l'entropie relative H(6|u) est égale a E, [% log 77

}. Dans [1], Boué et Dupuis
utilise cette relation pour obtenir la formule variationnelle

1 1
—logE,, [e*f] =infE, |fo (W 4+ u) + 5/ u(s)zds] (1.0.17)
“ 0

olt 'infimum est pris sur les fonctions L? de W dans H dont la densité est adaptée a (F;). Cette
formulation variationnelle est utile pour obtenir des grandes déviations asymptotiques telles que des
principes de Laplace pour des diffusions avec bruit faible par exemple. Ce résultat a été étendu plus
tard par Budhiraja et Dupuis aux mouvements browniens a valeurs dans des espaces de Hilbert dans
[2], et ensuite par Zhang aux espaces de Wiener abstraits dans [27], en utilisant le cadre développé
par Ustiinel et Zakai dasn [21].

La premiere formulation du théoréme de Prékopa-Leindler a été donnée par Prékopa dans [17] et
survient dans le domaine de la programmation stochastique ot de nombreux problmes d’optimization
non-linéaire nécécitent des hypotheses de convexité. Dans [8], Huu Hariya utilise la formulation
variationelle pour retrouver un théoreme de Prékopa-Leindler theorem pour ’espace de Wiener,
semblable au résultat de Ustiinel et Feyel dans [7] sur les mesures log-concaves. D’autres inégalités
fonctionnelles peuvent %tre obtenues de 2.0.2, par exemple par Lehec dans [15].

Hyndman et Wang ont montr dans [13] que

—logE, [eif| .7-}] = i%f <E9 [f|F] + Eg [log ii‘ .7-}]) (1.0.18)

ou l'infimum est pris sur les mesures de probabilité € qui sont absoluement continues par rapport a
w et vérifient E,, [%U—}} = 1. Ils relient cette formulation aux équations différentielles stochastiques
forward-backward et I’appliquent a divers problemes d’évaluation de zero-coupons.

L’hypothese bornée inférieurement a été significativement affaiblie par Ustiinel dans [25], elle a été

remplacée par la condition
E, [fe /] < oo

et lexistence d’entier naturels conjugués p et q tels quea

ferLP(p),e e L)
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Ces hypothese relaxées ont permis de nouvelles applications. La possibilité d’utiliser des functions
non-bornées est essentielle dans les application de Dabrowski de 2.0.2 & I'entropie libre dans [4].
L’approche d’Ustiinel s’appuie sur I’étude des perturbations de 1'identité deW, qui est le processus
coordonnée, et de leur inversibilité. La question de l'inversibilité d’une perturbation adaptée de
I'identité est liée a la représentabilité des mesures et a été mis en lumiére par le célebre exemple de
Tsirelson [20]. Ustiinel a montr’e que si u € L?(u, H) et sa densité est adaptée, Iy + u est p-p.s.
inversible si et seulement si

H((F + u)ulu) = 3, [fuf}]

Si u satisfait les hypotheses du théoreme de Girsanov, cela donne un critere d’existence de solutions
fortes d’équations différentielles stochastiques. En effet, Ustiinel montre dans [24] que si Iy + u est

inversible, son inverse V est une solution forte de I’équation différentielle stochastique
dV (t) = —u(t) o Vdt + dW (¢)

Pour prouver 2.0.2 avec les hypotheses d’intégrabilité spécifiées au précédemmentw, Ustiinel utilise
le fait que les perturbations qui son H-C', c’est & dire les perturbations qui sont p.s. Fréchet-
différentiables sur H avec une différentielle de Fréchet p.s. continue sur H, sont p.s. inversibles, et
que toute perturbation peut étre approchée par des perturbations H-C! en utilisant le semigroupe
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Notre premier papier traite des fonctions H-C! functions, dont 'utilité a été discutée précédemment
dans les problemes d’inversibilité. La dérivée de malliavin usuelle V est définie comme la dérivée
faible dans les directions de H sur les fonctions cylindriqueside la forme F(Wy,,..., Wy, ): si f est
cylindrique et h appartient a H

Vi f (w) w + Ah)

- S
dX A0
Le théoreme de Riesz assure que V f peut étre vu comme un élément de H. V est fermable et on

définit D, ; comme le complété de I’ensemble des fonctions cylindrique pour la norme

l-lp, i f = [ floeuy + IV Fleu,m

Par récurrence, on peut définir les dérivées faibles ou fortes d’ordre supérieur dans les directions de
H. 11 est bien str plus difffcile de montrer qu'unequ’une fonction est H — C?% que de prouver qu’elle

appartient & un D, 4. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (P;) est définis comme suit
P f(w) = / f (e‘tw +V1- e‘”y) n(dy)
w

En se basant sur le travail de Kusuoka dans [14], Ustiinel a montré dans [22] que si une fonction f est
dans un LP(u), alors P.f est H — C'*° et méme analytique dasns les directions de H. Nous utilisons
ce résulatat pour donner un critére relativement simple pour obtenir la différentiabilité forte dans
les directions de H: si f appartient & un D), 4 et V<f est y-p.s. uniformemment continue sur toute
boule de H centrée en zéro, alors f est H — C? et ses dérivées fortes jusqua l'ordre n sont égales a
ses dérivées faibles du méme ordre.
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Notre second papier est centré sur I’obtention d’une formulation variationnelle similaire & 2.0.2 dans

le cas d’une diffusion V qui vérifie une équation différentielle stochastique

V(t) :c—i—/O 0(V(s))dB(s)+/0 b(V(s))ds

ou B est un mouvement brownien, généralisant donc le cas d’'un mouvement brownien. Nous affaib-
lissons aussi les hypotheéses d’intégrabilité sur f puisque nous supposons seulement queE[fe™/] < oo
et f € LP(u) pour un certain p > 1. La preuve d’Ustiinel’s consiste & approcher f avec des fonctions
H-C' et d’ensuite utiliser des perturbations H-C!, qui sont inversibles, obtenues en utilisant ces fonc-
tions. Cette abroche est profondemment encrée dans le modeéle brownien, parce qu’elle s’appuie sur
des outils sophistiqu‘’es d’analyse stochastique développés dans le cadre gaussien. Ici nous écrivons
la densité ]E[’%,ff] comme une exponentielle de Wick d’un certain v puis approchons v avec des per-
turbations rettardées qui sont inversibles. Comme nous travaillonosu la loi d’une diffusion et non la
mesure de Wiener, les perturbations considéreées ne sont pas affines. Nous travaillons sur W muni
de la mesure image de (V, B) que nous notons p* et nous construisons un mouvement brownien Bx

qur W qui vérifie
W(t) = c+/0 o(W(s))dBx(s) +/O b(W (s))ds

Nous considérons uniquement les perturbations qui vérifient la condition de Girsanov. Si u est une

telle eprturbation, nous notons X* la solution de I’quation différentielle stochastique

Xt=c+ / o (X" (s))d (Bx +u) () + / b(X%(s))ds

et X¥ = (X, Bx + u). X" joue le méme rdle que W + u dans le cas brownien et est inversible si et

seulement si
“ 1
H(X" (i) = 5By [Julf]

Nous concluons le papier avec une discussion sur l'atteignabilité de I'infimum dans la formulation
variationnelle.

Notre troisieme papier présente un cadre général pour obtenir une formulation variationnelle pour
—logE,[e~f] pour une large classe de mesures v. Nous donnons un ensemble de conditions pour
qu’un ensemble de processus (W) puisse agir comme des perturbations de W. L’idée principale est
d’étre capable de faire un changement de variable similaire & celui de Girsanov par rapport a un
mouvement brownien [ pour passer de W a W*. Dans un premier temps nous voulons avoir un
cadre minimal permettant d’obtenir la formulation variationelle, nous considérons seulemet les u

dont la densité est p.s. bornée et nous montrons que
—f . u 1 2
—logE, [e7/] =infE, |foW" + -|ul3;
u 2

ou l'infimum est pris sur les u dont la densité est p.s. bornée, donnant donc une description plus fine
de l'infimum. Les hypotheses d’intégrabiité sur f restent les méme que dans le cas d’une diffusion.
Dans un second temps, nous étudions les possibilités d’extension du domaine sur lequel I'infimum

est pris, pour obtenir des résultats de calcul variationnel, portant principalement sur I'atteignabilité
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de linfimum, et des résultats d’inversibilité. En effet, nous prouvons encore une fois que W* est

inversible si et seulement si )
H(WYv|v) = 5IE:V [ul%]

and in case of invertibility its inverse is of the form W?". De plus, U'inversibilité de W*" peut étre
reliée a l'existence de solutions fortes d’équations différentielle stochastiques. Si W™ peut étre écrit

W+ w", avec w* € L°(v, H) adapté, et est inversible, son inverse W¢ vérifie

=
AWP(t) = —w™ (t) o W¥dt + dW (¢)

Nous démontrons aussi un théoreme de Prékopa-Leindler sur W pour la mesure v, cependant la
complexité des hypothéses semble contraingnante.

Nous appliquons ce cadre général a de nombreux exemples. Nous retrouvons d’abord le cas de la
mesure image d’une diffusion du second papier, et nous étudions ensuite le cas de la mesure image
d’un pont Brownien, d’une mesure de boucle, et finalement de la mesure image d’un ensemble de
particules qui diffusent. Le comportement de particules qui diffusent satisfait un systeme différentiel
stochastique étudié par Cépa an et Lepingle dans [3], ainsi que Rogers et Shi dans [19]. Nous nous
focalisons sur le cas ou le systeme différentiel stochastique vérifié par les particules(Zy, ..., Z,) est

de la forme

t t
d
21(0) +0B1(t) +b | Zi(s)ds+ct+7y E / —
0 0

s
Z1(t)
je{l,..,n}\{1} Z1(s) — Z;(s)

Zn(t)

20(0) + 0By (t) + b/o Zn(s)ds +ct +7 /0 Z(s)CZ—SZ](s)

ott (By, ..., By) est un mouvement brownien & valeurs dans R" et 0 < 2+, ce qui garantie I’absence

Je{l,-n\{n}

de collisions.

Notre quatrieme papier se focalise sur 'obtention d’une formulation variationnelle pour — log E,, [e‘f |]-'T] ,
ou 7 est un temps d’arrét. La relation 2.0.3, obtenue pour un temps déterministes t, est tres sem-
blable & 2.0.1, on se pose donc naturellement trois questions: peut-on obtenir une relation similaire

a 2.0.2 pour l'espérance conditionnelle, peut-on I’étendre a d’autres mesures avec le cadre développé
dans notre troisieme papier, et finalement ces relations restent-elles valides si on remplace t par

un temps d’arrét 77 Notre papier répond affirmativement a ces trois questions. Nous gardons les

notations de notre troisieme papier et montrons que

—logE, [e_f‘ ]:T]

. do do
1%f (]E,, [fIF-] +E, {dylog d}/‘]—}}) (1.0.19)

~logE, [e /| F;] inf [fo W + %Iulif

ﬂ} (1.0.20)

Dans 2.0.4 nous supposons que E, [fe_f} < 00 et I'infimum est pris sur I’ensemble des mesures de
probabilité 6 sur W qui sont absolument continues sur W par rapport a v et telles queE, [g—f |.7-"t] =1.
Dans 2.0.5, I'infimum est pris sur les u e W dans H, avec densité adapté, qui sont dans L? et tels

que 1;<,%(t) = 0, et nous supposons qu’il existe deux entiers naturels conjugués p et q tels que
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feLP(v)et e € LYv). Remarquons que nous avons du renforcer les hypotheses d’intégrabilité
sur f par rapport au cas non-conditionnel. En fait les hypotheses d’int‘’egrabilité sur f sont les méme
que dans[25]. Comme dans notre troisiéme papier, nous obtenons un résultat similaire au théoreme
de Prékopa-Leindler theorem pour l'espérance conditionnelle, mais les hypotheses d(intégrabilité
semblent contraignantes. Notons W 1’espace des fonctions continues de [0, 1] dans R™ et H 1’espace
de Cameron-Martin associé, constitué des éléments de W qui admettent une densité dans L2. Notons
aussi p la mesure de Wiener, W le processus des coordonnée tet (F;) la filtration canonique de W
completée par rapport p. W est un mouvement Brownien sous p. Soit f une fonction bornée

inférieurement de W dans R. Dans [5], Dupuis and Ellis prouvent que
—logE, [e™f] = inf (Eo [f] + H(O|p)) (1.0.21)

ou l'infimum est pris sur ’ensemble des probabilités 6 sur W qui sont absoluement continues par

do

rapport a et dont l'entropie relative H(6|u) est égale a E, [% log 77

}. Dans [1], Boué et Dupuis
utilise cette relation pour obtenir la formule variationnelle

1
—logE,, [e*f] =infE, |fo (W 4+ u) + %/ u(s)zds] (1.0.22)
“ 0

olt 'infimum est pris sur les fonctions L? de W dans H dont la densité est adaptée a (F;). Cette
formulation variationnelle est utile pour obtenir des grandes déviations asymptotiques telles que des
principes de Laplace pour des diffusions avec bruit faible par exemple. Ce résultat a été étendu plus
tard par Budhiraja et Dupuis aux mouvements browniens a valeurs dans des espaces de Hilbert dans
[2], et ensuite par Zhang aux espaces de Wiener abstraits dans [27], en utilisant le cadre développé
par Ustiinel et Zakai dasn [21].

La premiere formulation du théoréme de Prékopa-Leindler a été donnée par Prékopa dans [17] et
survient dans le domaine de la programmation stochastique ot de nombreux problmes d’optimization
non-linéaire nécécitent des hypotheses de convexité. Dans [8], Huu Hariya utilise la formulation
variationelle pour retrouver un théoreme de Prékopa-Leindler theorem pour ’espace de Wiener,
semblable au résultat de Ustiinel et Feyel dans [7] sur les mesures log-concaves. D’autres inégalités
fonctionnelles peuvent %tre obtenues de 2.0.2, par exemple par Lehec dans [15].

Hyndman et Wang ont montr dans [13] que

—logE, [eif| .7-}] = i%f <E9 [f|F] + Eg [log ii‘ .7-}]) (1.0.23)

ou l'infimum est pris sur les mesures de probabilité € qui sont absoluement continues par rapport a
w et vérifient E,, [%U—}} = 1. Ils relient cette formulation aux équations différentielles stochastiques
forward-backward et I’appliquent a divers problemes d’évaluation de zero-coupons.

L’hypothese bornée inférieurement a été significativement affaiblie par Ustiinel dans [25], elle a été

remplacée par la condition
E, [fe /] < oo

et lexistence d’entier naturels conjugués p et q tels quea

ferLP(p),e e L)
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Ces hypothese relaxées ont permis de nouvelles applications. La possibilité d’utiliser des functions
non-bornées est essentielle dans les application de Dabrowski de 2.0.2 & I'entropie libre dans [4].
L’approche d’Ustiinel s’appuie sur I’étude des perturbations de 1'identité deW, qui est le processus
coordonnée, et de leur inversibilité. La question de l'inversibilité d’une perturbation adaptée de
I'identité est liée a la représentabilité des mesures et a été mis en lumiére par le célebre exemple de
Tsirelson [20]. Ustiinel a montr’e que si u € L?(u, H) et sa densité est adaptée, Iy + u est p-p.s.
inversible si et seulement si

H((F + u)ulu) = 3, [fuf}]

Si u satisfait les hypotheses du théoreme de Girsanov, cela donne un critere d’existence de solutions
fortes d’équations différentielles stochastiques. En effet, Ustiinel montre dans [24] que si Iy + u est

inversible, son inverse V est une solution forte de I’équation différentielle stochastique
dV (t) = —u(t) o Vdt + dW (¢)

Pour prouver 2.0.2 avec les hypotheses d’intégrabilité spécifiées au précédemmentw, Ustiinel utilise
le fait que les perturbations qui son H-C', c’est & dire les perturbations qui sont p.s. Fréchet-
différentiables sur H avec une différentielle de Fréchet p.s. continue sur H, sont p.s. inversibles, et
que toute perturbation peut étre approchée par des perturbations H-C! en utilisant le semigroupe
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Notre premier papier traite des fonctions H-C! functions, dont 'utilité a été discutée précédemment
dans les problemes d’inversibilité. La dérivée de malliavin usuelle V est définie comme la dérivée
faible dans les directions de H sur les fonctions cylindriqueside la forme F(Wy,,..., Wy, ): si f est
cylindrique et h appartient a H

Vi f (w) w + Ah)

- S
dX A0
Le théoreme de Riesz assure que V f peut étre vu comme un élément de H. V est fermable et on

définit D, ; comme le complété de I’ensemble des fonctions cylindrique pour la norme

l-lp, i f = [ floeuy + IV Fleu,m

Par récurrence, on peut définir les dérivées faibles ou fortes d’ordre supérieur dans les directions de
H. 11 est bien str plus difffcile de montrer qu'unequ’une fonction est H — C?% que de prouver qu’elle

appartient & un D, 4. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (P;) est définis comme suit
P f(w) = / f (e‘tw +V1- e‘”y) n(dy)
w

En se basant sur le travail de Kusuoka dans [14], Ustiinel a montré dans [22] que si une fonction f est
dans un LP(u), alors P.f est H — C'*° et méme analytique dasns les directions de H. Nous utilisons
ce résulatat pour donner un critére relativement simple pour obtenir la différentiabilité forte dans
les directions de H: si f appartient & un D), 4 et V<f est y-p.s. uniformemment continue sur toute
boule de H centrée en zéro, alors f est H — C? et ses dérivées fortes jusqua l'ordre n sont égales a
ses dérivées faibles du méme ordre.
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Notre second papier est centré sur I’obtention d’une formulation variationnelle similaire & 2.0.2 dans

le cas d’une diffusion V qui vérifie une équation différentielle stochastique

V(t) :c—i—/O 0(V(s))dB(s)+/0 b(V(s))ds

ou B est un mouvement brownien, généralisant donc le cas d’'un mouvement brownien. Nous affaib-
lissons aussi les hypotheéses d’intégrabilité sur f puisque nous supposons seulement queE[fe™/] < oo
et f € LP(u) pour un certain p > 1. La preuve d’Ustiinel’s consiste & approcher f avec des fonctions
H-C' et d’ensuite utiliser des perturbations H-C!, qui sont inversibles, obtenues en utilisant ces fonc-
tions. Cette abroche est profondemment encrée dans le modeéle brownien, parce qu’elle s’appuie sur
des outils sophistiqu‘’es d’analyse stochastique développés dans le cadre gaussien. Ici nous écrivons
la densité ]E[’%,ff] comme une exponentielle de Wick d’un certain v puis approchons v avec des per-
turbations rettardées qui sont inversibles. Comme nous travaillonosu la loi d’une diffusion et non la
mesure de Wiener, les perturbations considéreées ne sont pas affines. Nous travaillons sur W muni
de la mesure image de (V, B) que nous notons p* et nous construisons un mouvement brownien Bx

qur W qui vérifie
W(t) = c+/0 o(W(s))dBx(s) +/O b(W (s))ds

Nous considérons uniquement les perturbations qui vérifient la condition de Girsanov. Si u est une

telle eprturbation, nous notons X* la solution de I’quation différentielle stochastique

Xt=c+ / o (X" (s))d (Bx +u) () + / b(X%(s))ds

et X¥ = (X, Bx + u). X" joue le méme rdle que W + u dans le cas brownien et est inversible si et

seulement si
“ 1
H(X" (i) = 5By [Julf]

Nous concluons le papier avec une discussion sur l'atteignabilité de I'infimum dans la formulation
variationnelle.

Notre troisieme papier présente un cadre général pour obtenir une formulation variationnelle pour
—logE,[e~f] pour une large classe de mesures v. Nous donnons un ensemble de conditions pour
qu’un ensemble de processus (W) puisse agir comme des perturbations de W. L’idée principale est
d’étre capable de faire un changement de variable similaire & celui de Girsanov par rapport a un
mouvement brownien [ pour passer de W a W*. Dans un premier temps nous voulons avoir un
cadre minimal permettant d’obtenir la formulation variationelle, nous considérons seulemet les u

dont la densité est p.s. bornée et nous montrons que
—f . u 1 2
—logE, [e7/] =infE, |foW" + -|ul3;
u 2

ou l'infimum est pris sur les u dont la densité est p.s. bornée, donnant donc une description plus fine
de l'infimum. Les hypotheses d’intégrabiité sur f restent les méme que dans le cas d’une diffusion.
Dans un second temps, nous étudions les possibilités d’extension du domaine sur lequel I'infimum

est pris, pour obtenir des résultats de calcul variationnel, portant principalement sur I'atteignabilité
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de linfimum, et des résultats d’inversibilité. En effet, nous prouvons encore une fois que W* est

inversible si et seulement si )
H(WYv|v) = 5IE:V [ul%]

and in case of invertibility its inverse is of the form W?". De plus, U'inversibilité de W*" peut étre
reliée a l'existence de solutions fortes d’équations différentielle stochastiques. Si W™ peut étre écrit

W+ w", avec w* € L°(v, H) adapté, et est inversible, son inverse W¢ vérifie

=
AWP(t) = —w™ (t) o W¥dt + dW (¢)

Nous démontrons aussi un théoreme de Prékopa-Leindler sur W pour la mesure v, cependant la
complexité des hypothéses semble contraingnante.

Nous appliquons ce cadre général a de nombreux exemples. Nous retrouvons d’abord le cas de la
mesure image d’une diffusion du second papier, et nous étudions ensuite le cas de la mesure image
d’un pont Brownien, d’une mesure de boucle, et finalement de la mesure image d’un ensemble de
particules qui diffusent. Le comportement de particules qui diffusent satisfait un systeme différentiel
stochastique étudié par Cépa an et Lepingle dans [3], ainsi que Rogers et Shi dans [19]. Nous nous
focalisons sur le cas ou le systeme différentiel stochastique vérifié par les particules(Zy, ..., Z,) est

de la forme

t t
d
21(0) +0B1(t) +b | Zi(s)ds+ct+7y E / —
0 0

s
Z1(t)
je{l,..,n}\{1} Z1(s) — Z;(s)

Zn(t)

20(0) + 0By (t) + b/o Zn(s)ds +ct +7 /0 Z(s)CZ—SZ](s)

ott (By, ..., By) est un mouvement brownien & valeurs dans R" et 0 < 2+, ce qui garantie I’absence

Je{l,-n\{n}

de collisions.

Notre quatrieme papier se focalise sur 'obtention d’une formulation variationnelle pour — log E,, [e‘f |]-'T] ,
ou 7 est un temps d’arrét. La relation 2.0.3, obtenue pour un temps déterministes t, est tres sem-
blable & 2.0.1, on se pose donc naturellement trois questions: peut-on obtenir une relation similaire

a 2.0.2 pour l'espérance conditionnelle, peut-on I’étendre a d’autres mesures avec le cadre développé
dans notre troisieme papier, et finalement ces relations restent-elles valides si on remplace t par

un temps d’arrét 77 Notre papier répond affirmativement a ces trois questions. Nous gardons les

notations de notre troisieme papier et montrons que

—logE, [e_f‘ ]:T]

. g . do
1%f (]E,, [f|F-] +E, [dy log d}/‘ ]-'J) (1.0.24)

~logE, [e /| F;] inf [fo W + %Iulif

ﬂ} (1.0.25)

Dans 2.0.4 nous supposons que E, [fe_f} < 00 et I'infimum est pris sur I’ensemble des mesures de
probabilité 6 sur W qui sont absolument continues sur W par rapport a v et telles queE, [g—f |.7-"t] =1.
Dans 2.0.5, I'infimum est pris sur les u e W dans H, avec densité adapté, qui sont dans L? et tels

que 1;<,%(t) = 0, et nous supposons qu’il existe deux entiers naturels conjugués p et q tels que
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feLP(v)et e € LYv). Remarquons que nous avons du renforcer les hypotheses d’intégrabilité
sur f par rapport au cas non-conditionnel. En fait les hypotheses d’int‘’egrabilité sur f sont les méme
que dans[25]. Comme dans notre troisiéme papier, nous obtenons un résultat similaire au théoreme
de Prékopa-Leindler theorem pour l'espérance conditionnelle, mais les hypotheses d(intégrabilité
semblent contraignantes. Notons W 1’espace des fonctions continues de [0, 1] dans R™ et H 1’espace
de Cameron-Martin associé, constitué des éléments de W qui admettent une densité dans L2. Notons
aussi p la mesure de Wiener, W le processus des coordonnée tet (F;) la filtration canonique de W
completée par rapport p. W est un mouvement Brownien sous p. Soit f une fonction bornée

inférieurement de W dans R. Dans [5], Dupuis and Ellis prouvent que
—logE, [e™f] = inf (Eo [f] + H(O|p)) (1.0.26)

ou l'infimum est pris sur ’ensemble des probabilités 6 sur W qui sont absoluement continues par

do

d—u}. Dans [1], Boué et Dupuis

rapport a et dont l'entropie relative H(6|u) est égale a E, [% log
utilise cette relation pour obtenir la formule variationnelle

1 1
—logE,, [e*f] =infE, |fo (W 4+ u) + 5/ u(s)zds] (1.0.27)
“ 0

olt 'infimum est pris sur les fonctions L? de W dans H dont la densité est adaptée a (F;). Cette
formulation variationnelle est utile pour obtenir des grandes déviations asymptotiques telles que des
principes de Laplace pour des diffusions avec bruit faible par exemple. Ce résultat a été étendu plus
tard par Budhiraja et Dupuis aux mouvements browniens a valeurs dans des espaces de Hilbert dans
[2], et ensuite par Zhang aux espaces de Wiener abstraits dans [27], en utilisant le cadre développé
par Ustiinel et Zakai dasn [21].

La premiere formulation du théoréme de Prékopa-Leindler a été donnée par Prékopa dans [17] et
survient dans le domaine de la programmation stochastique ot de nombreux problmes d’optimization
non-linéaire nécécitent des hypotheses de convexité. Dans [8], Huu Hariya utilise la formulation
variationelle pour retrouver un théoreme de Prékopa-Leindler theorem pour ’espace de Wiener,
semblable au résultat de Ustiinel et Feyel dans [7] sur les mesures log-concaves. D’autres inégalités
fonctionnelles peuvent %tre obtenues de 2.0.2, par exemple par Lehec dans [15].

Hyndman et Wang ont montr dans [13] que

—logE, [eif| .7-}] = i%f <E9 [f|F] + Eg [log ii‘ .7-}]) (1.0.28)

ou l'infimum est pris sur les mesures de probabilité € qui sont absoluement continues par rapport a
w et vérifient E,, [%U—}} = 1. Ils relient cette formulation aux équations différentielles stochastiques
forward-backward et I’appliquent a divers problemes d’évaluation de zero-coupons.
L’hypothese bornée inférieurement a été significativement affaiblie par Ustiinel dans [25], elle a été
remplacée par la condition

E, [fe /] < oo

et lexistence d’entier naturels conjugués p et q tels quea

ferLP(p),e e L)
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Ces hypothese relaxées ont permis de nouvelles applications. La possibilité d’utiliser des functions
non-bornées est essentielle dans les application de Dabrowski de 2.0.2 & I'entropie libre dans [4].
L’approche d’Ustiinel s’appuie sur I’étude des perturbations de 1'identité deW, qui est le processus
coordonnée, et de leur inversibilité. La question de l'inversibilité d’une perturbation adaptée de
I'identité est liée a la représentabilité des mesures et a été mis en lumiére par le célebre exemple de
Tsirelson [20]. Ustiinel a montr’e que si u € L?(u, H) et sa densité est adaptée, Iy + u est p-p.s.
inversible si et seulement si

H((F + u)ulu) = 3, [fuf}]

Si u satisfait les hypotheses du théoreme de Girsanov, cela donne un critere d’existence de solutions
fortes d’équations différentielles stochastiques. En effet, Ustiinel montre dans [24] que si Iy + u est

inversible, son inverse V est une solution forte de I’équation différentielle stochastique
dV (t) = —u(t) o Vdt + dW (¢)

Pour prouver 2.0.2 avec les hypotheses d’intégrabilité spécifiées au précédemmentw, Ustiinel utilise
le fait que les perturbations qui son H-C', c’est & dire les perturbations qui sont p.s. Fréchet-
différentiables sur H avec une différentielle de Fréchet p.s. continue sur H, sont p.s. inversibles, et
que toute perturbation peut étre approchée par des perturbations H-C! en utilisant le semigroupe
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Notre premier papier traite des fonctions H-C! functions, dont 'utilité a été discutée précédemment
dans les problemes d’inversibilité. La dérivée de malliavin usuelle V est définie comme la dérivée
faible dans les directions de H sur les fonctions cylindriqueside la forme F(Wy,,..., Wy, ): si f est
cylindrique et h appartient a H

Vi f (w) w + Ah)

- S
dX A0
Le théoreme de Riesz assure que V f peut étre vu comme un élément de H. V est fermable et on

définit D, ; comme le complété de I’ensemble des fonctions cylindrique pour la norme

l-lp, i f = [ floeuy + IV Fleu,m

Par récurrence, on peut définir les dérivées faibles ou fortes d’ordre supérieur dans les directions de
H. 11 est bien str plus difffcile de montrer qu'unequ’une fonction est H — C?% que de prouver qu’elle

appartient & un D, 4. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (P;) est définis comme suit
P f(w) = / f (e‘tw +V1- e‘”y) n(dy)
w

En se basant sur le travail de Kusuoka dans [14], Ustiinel a montré dans [22] que si une fonction f est
dans un LP(u), alors P.f est H — C'*° et méme analytique dasns les directions de H. Nous utilisons
ce résulatat pour donner un critére relativement simple pour obtenir la différentiabilité forte dans
les directions de H: si f appartient & un D), 4 et V<f est y-p.s. uniformemment continue sur toute
boule de H centrée en zéro, alors f est H — C? et ses dérivées fortes jusqua l'ordre n sont égales a
ses dérivées faibles du méme ordre.
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Notre second papier est centré sur I’obtention d’une formulation variationnelle similaire & 2.0.2 dans

le cas d’une diffusion V qui vérifie une équation différentielle stochastique

V(t) :c—i—/O 0(V(s))dB(s)+/0 b(V(s))ds

ou B est un mouvement brownien, généralisant donc le cas d’'un mouvement brownien. Nous affaib-
lissons aussi les hypotheéses d’intégrabilité sur f puisque nous supposons seulement queE[fe™/] < oo
et f € LP(u) pour un certain p > 1. La preuve d’Ustiinel’s consiste & approcher f avec des fonctions
H-C' et d’ensuite utiliser des perturbations H-C!, qui sont inversibles, obtenues en utilisant ces fonc-
tions. Cette abroche est profondemment encrée dans le modeéle brownien, parce qu’elle s’appuie sur
des outils sophistiqu‘’es d’analyse stochastique développés dans le cadre gaussien. Ici nous écrivons
la densité ]E[’%,ff] comme une exponentielle de Wick d’un certain v puis approchons v avec des per-
turbations rettardées qui sont inversibles. Comme nous travaillonosu la loi d’une diffusion et non la
mesure de Wiener, les perturbations considéreées ne sont pas affines. Nous travaillons sur W muni
de la mesure image de (V, B) que nous notons p* et nous construisons un mouvement brownien Bx

qur W qui vérifie
W(t) = c+/0 o(W(s))dBx(s) +/O b(W (s))ds

Nous considérons uniquement les perturbations qui vérifient la condition de Girsanov. Si u est une

telle eprturbation, nous notons X* la solution de I’quation différentielle stochastique

Xt=c+ / o (X" (s))d (Bx +u) () + / b(X%(s))ds

et X¥ = (X, Bx + u). X" joue le méme rdle que W + u dans le cas brownien et est inversible si et

seulement si
“ 1
H(X" (i) = 5By [Julf]

Nous concluons le papier avec une discussion sur l'atteignabilité de I'infimum dans la formulation
variationnelle.

Notre troisieme papier présente un cadre général pour obtenir une formulation variationnelle pour
—logE,[e~f] pour une large classe de mesures v. Nous donnons un ensemble de conditions pour
qu’un ensemble de processus (W) puisse agir comme des perturbations de W. L’idée principale est
d’étre capable de faire un changement de variable similaire & celui de Girsanov par rapport a un
mouvement brownien [ pour passer de W a W*. Dans un premier temps nous voulons avoir un
cadre minimal permettant d’obtenir la formulation variationelle, nous considérons seulemet les u

dont la densité est p.s. bornée et nous montrons que
—f . u 1 2
—logE, [e7/] =infE, |foW" + -|ul3;
u 2

ou l'infimum est pris sur les u dont la densité est p.s. bornée, donnant donc une description plus fine
de l'infimum. Les hypotheses d’intégrabiité sur f restent les méme que dans le cas d’une diffusion.
Dans un second temps, nous étudions les possibilités d’extension du domaine sur lequel I'infimum

est pris, pour obtenir des résultats de calcul variationnel, portant principalement sur I'atteignabilité
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de linfimum, et des résultats d’inversibilité. En effet, nous prouvons encore une fois que W* est

inversible si et seulement si )
H(WYv|v) = 5IE:V [ul%]

and in case of invertibility its inverse is of the form W?". De plus, U'inversibilité de W*" peut étre
reliée a l'existence de solutions fortes d’équations différentielle stochastiques. Si W™ peut étre écrit

W+ w", avec w* € L°(v, H) adapté, et est inversible, son inverse W¢ vérifie

=
AWP(t) = —w™ (t) o W¥dt + dW (¢)

Nous démontrons aussi un théoreme de Prékopa-Leindler sur W pour la mesure v, cependant la
complexité des hypothéses semble contraingnante.

Nous appliquons ce cadre général a de nombreux exemples. Nous retrouvons d’abord le cas de la
mesure image d’une diffusion du second papier, et nous étudions ensuite le cas de la mesure image
d’un pont Brownien, d’une mesure de boucle, et finalement de la mesure image d’un ensemble de
particules qui diffusent. Le comportement de particules qui diffusent satisfait un systeme différentiel
stochastique étudié par Cépa an et Lepingle dans [3], ainsi que Rogers et Shi dans [19]. Nous nous
focalisons sur le cas ou le systeme différentiel stochastique vérifié par les particules(Zy, ..., Z,) est

de la forme

t t
d
21(0) +0B1(t) +b | Zi(s)ds+ct+7y E / —
0 0

s
Z1(t)
je{l,..,n}\{1} Z1(s) — Z;(s)

Zn(t)

20(0) + 0By (t) + b/o Zn(s)ds +ct +7 /0 Z(s)CZ—SZ](s)

ott (By, ..., By) est un mouvement brownien & valeurs dans R" et 0 < 2+, ce qui garantie I’absence

Je{l,-n\{n}

de collisions.

Notre quatrieme papier se focalise sur 'obtention d’une formulation variationnelle pour — log E,, [e‘f |]-'T] ,
ou 7 est un temps d’arrét. La relation 2.0.3, obtenue pour un temps déterministes t, est tres sem-
blable & 2.0.1, on se pose donc naturellement trois questions: peut-on obtenir une relation similaire

a 2.0.2 pour l'espérance conditionnelle, peut-on I’étendre a d’autres mesures avec le cadre développé
dans notre troisieme papier, et finalement ces relations restent-elles valides si on remplace t par

un temps d’arrét 77 Notre papier répond affirmativement a ces trois questions. Nous gardons les

notations de notre troisieme papier et montrons que

—logE, [e_f‘ ]:T]

. do do
1%f (]E,, [fIF-] +E, [dy log d}/‘ ]-'J) (1.0.29)

~logE, [e /| F;] inf [fo W + %Iulif

fT} (1.0.30)

Dans 2.0.4 nous supposons que E, [fe_f} < 00 et I'infimum est pris sur I’ensemble des mesures de
probabilité 6 sur W qui sont absolument continues sur W par rapport a v et telles queE, [g—f |.7-"t] =1.
Dans 2.0.5, I'infimum est pris sur les u e W dans H, avec densité adapté, qui sont dans L? et tels

que 1;<,%(t) = 0, et nous supposons qu’il existe deux entiers naturels conjugués p et q tels que
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feLP(v)et e € LYv). Remarquons que nous avons du renforcer les hypotheses d’intégrabilité
sur f par rapport au cas non-conditionnel. En fait les hypotheses d’int‘’egrabilité sur f sont les méme
que dans[25]. Comme dans notre troisiéme papier, nous obtenons un résultat similaire au théoreme
de Prékopa-Leindler theorem pour l'espérance conditionnelle, mais les hypotheses d(intégrabilité

semblent contraignantes.
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Chapter 2

Introduction

Denote W the space of continuous functions from [0,1] to R™ and H the associated canonical
Cameron-Martin space of elements of W which admit a density in L?. Also denote u the Wiener
measure, W the coordinate process, and (F;) the canonical filtration of W completed with respect
to u. W is a Brownian motion under p. Set f a bounded from above measurable function from W
to R. In [5], Dupuis and Ellis prove that

~logE, [e~] = inf (Ey [f] + H(0|n)) (2.0.0)

where the infimum is taken over the probability measures 8 on W which are absolutely continuous
with respect to p and the relative entropy H(6|u) is equal to E,, [% log %} . In [1], Boué and Dupuis

use it to derive the variational formulation
1 1
—logE, [e7/] =infE, |fo (W +u) + 5/ u(s)2ds] (2.0.2)
u 0

where the infimum is taken over L? functions from W to H whose density is adapted to (F;). This
variational formulation is useful to derive large deviation asymptotics as Laplace principles for small
noise diffusions for instance. This result was later extended by Budhiraja and Dupuis to Hilbert-
space-valued Brownian motions in [2], and then by Zhang to abstract Wiener spaces in [27], using
the framework developed by Ustiinel and Zakai in [21].

The Prékopa-Leindler theorem first formulation was given by Prékopa in [17] and arose in stochastic
programming where a lot of non-linear optimization problems require concavity. In [8], Huu Hariya
uses the variational formulation to retrieve a Prékopa-Leindler theorem for the Wiener space, similar
to the formulation of Ustiinel and Feyel in [7] with log-concave measures. Other functional inequal-
ities can be derived from 2.0.2, see for instance Lehec in [15].

Hyndman and Wang proved in [13] that
_f : do
—logE, [e”/| F] = inf ( Eo [f|7%] + o log@ F (2.0.3)

where the infimum is taken over the probability measures # which are absolutely continuous with
respect to p and verify E, {%Lﬁ} = 1. They link it to forward-backward stochastic differential

equations and apply it to various pricing problems for zero-coupon bonds.
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The bounded from above hypothesis in 2.0.2 was weakened significantly by Ustiinel in [25], it was
replaced with the condition
E, [ fe= ! ] < o0

and the existence of conjugate integers p and q such that
feLP(p),e! e L)

These relaxed hypothesis pave the way to new applications. The possibility of using unbounded
functions is primordial in Dabrowski’s application of 2.0.2 to free entropy in [4].

Ustiinel’s approach is routed in the study of the perturbations of the identity of W, which is the co-
ordinate process, and their invertibility. The question of the invertibility of an adapted perturbation
of the identity is linked to the representability of measures and was put to light by the celebrated
example of Tsirelson [20]. Ustiinel proved that if u € L?(u, H) and its density is adapted, Iy + u is

p-a.s. invertible if and only if
1
H((Iw + uplp) = 5B [Julf]

If u satisfies the hypothesis of Girsanov theorem, this gives a criteria of existence of strong solutions
to some stochastic differential equations. Indeed, Ustiinel proves in [24] that if such a Iy + w in

invertible, its inverse V is a strong solution to the stochastic differential equation
dV (t) = —u(t) o Vdt + dW (t)

To prove 2.0.2 with the integrability conditions specified above, Ustiinel uses the fact that H-C!
shifts, meaning shifts that are a.s. Fréchet-differentiable on H with an a.s. continuous on H Fréchet
derivative, are a.s. invertible, and that shifts can be approached with H-C"* shifts using the Ornstein-

Uhlenbeck semigroup.

Our first paper deals with H-C' functions, whose utility has been discussed before in invertibil-
ity problems. The usual Malliavin derivative V is defined as a weak derivative in the directions of

H on cylindrical functions of the form F(Wy,, ..., Wy, ): if f is cylindrical and h belongs to H

d
Vif(w) = —f(w+ Ah)
dX A—0
Riesz theorem ensures that Vf can be seen as an element of H. V is a closable operator and we

define D, ; the closure of the set of the cylindrical functions for the norm

l-lpaf = [y + IV Floeu,m)

By recurrence, weak or strong derivative in the direction of H can be defined. Of course it is much
harder to prove that a function is H — C¢ than to prove it is in some Dy 4. The Ornstein-Uhlenbeck
semigroup (P;) is defined as follow

P f(w) = /W f (e‘tw +V1- e‘2ty) n(dy)

Elaborating on the work of Kusuoka in [14], Ustiinel proved in [22] that if a function f is in any
LP(u), then P, f is H— C® and even analytic in the directions of H. Using that, we gives a relatively
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simple criteria for deriving strong differentiability in the directions of H: if f is in some D, 4 and
Vef is p-a.s. uniformly continuous on every zero-centered ball of H, then fis H — C? and its strong
derivatives up to order d are equal to its weak derivatives of the same order.

Our second paper focuses on getting a variational formulation similar as 2.0.2 in the case of a

diffusion V which verifies a stochastic differential equation

V(t) =c+/0 0(V(s))dB(s)—|—/o b(V(s))ds

where B is a Brownian motion, thus generalizing the case of the Brownian motion. We also weaken
the integration hypothesis on f since we only require E[fe~/] < oo and f € LP(u) for some p > 1.
Ustiinel’s proof consists in approaching f with H-C! functions and then use H-C! shifts, which are
invertible, obtained using those functions. This approach is deeply rooted in the Brownian motion
specific case, since it relies on sophisticated stochastic analysis tools that were developed for a
Gaussian framework. Here we write the density ]E[Ce;,ff] as the Wick exponential of some v and then
approach v with retarded shifts which are invertible. Since we work under the law of a diffusion and
not the Wiener measure, the perturbations of the identity we consider are not affine shifts. We work
on W under the image measure of (V, B) that we denote p* and we construct a Brownian motion

OBx such that W verify

W) = e+ /O (W (s))dBx(s) + /0 b(W (s))ds

We only consider perturbations that verify the Girsanov condition. If u is such a perturbation, we

denote X" the solution of the stochastic differential equation

Xt=c+ / o (X" (5))d (B + ) (s) + / b(X*(s))ds

and X* = (X", Bx + u). X" plays the same role as W + u in the Brownian case and it is invertible

if and only if

. 1
H (XX ) = 5B [lulf]

We conclude the paper with a discussion over the attainability of the infimum in the variational
formulation.

Our third paper presents a general framework to derive a variational formulation for —logE,[e~7]
for a large class of measures v. We give a set of conditions so that a set of processes (W*) can act
as perturbations of W. The main idea is to be able to do a Girsanov-like change of variable with
respect to a Brownian motion 5 to go from W to W*. At first we want to have a minimal setting
to be able to compute the variational formula, we just consider the u whose density is a.s. bounded

and we prove that

1
—logE, [e™/] =infE, [f oW 4 2|u|%{}

where the infimum is just taken over the u with a.s. bounded density, thus providing a clearer
description of the infimum. The integrability hypothesis over f remain the same as in the case of a

diffusion. In a second time, we study the possibilities to expand the domain over which the infimum
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is taken, for both variational calculus results, mainly concerning the attainability of the infimum,
and invertibility results. Indeed, we prove that once again, W*" is invertible if and only if

1
HW"v|v) = 51@” [ul?]

and in case of invertibility its inverse is of the form W". Furthermore, the invertibility of W* can
be related to the existence of strong solutions of stochastic differential equations in certain cases. If
W* can be written W + w", with w* € L°(v, H) adapted, and is invertible, its inverse W verify

=
AWP(t) = —w™ (£) o W'dt + dW (¢)

We also prove a Prékopa-Leindler theorem on W for the measure v, however the convexity hypothesis
seem very restrictive.

We apply this framework to various examples. First we retrieve the case of the image measure of
a diffusion of the second paper, and then we study the case of the image measure of a Brownian
bridge, a loop measure, and finally the image measure of a set of diffusing particles. The behaving
of diffusing particles satisfying a differential stochastic system was studied by Cépa and Lepingle in
[3], and Rogers and Shi in [19]. We focus on the case where the stochastic differential system the
particles (Z1, ..., Z,) verify is of the form

Zy(t) = (0)+aBl()+b/ Zy(s)ds+ct+y Y /7
JE{L.m\{1} J

Zn(t) zn(0)+an(t)+b/0 Zn(s)ds+ct+vy Y / 7070

Je{L,...,nP\{n}

where (By, ..., B,) is a R™-valued Brownian motion and o2 < 2v, which guarantee there is no
collision.

Our fourth paper deals with deriving a variational formulation for —logE, [e™/|F;], where 7 is a
stopping time. The relation 2.0.3, obtained for deterministic time t, is very similar to 2.0.1 so three
questions arise naturally: can we obtain a relation similar to 2.0.2 for the conditional expectation, can
we extend it to other measures with the framework we developed in our third paper, and finally are
these relations still valid if we substitute t with a stopping time 77 Our paper answer affirmatively

to these three questions. We keep the notations from our third paper and we prove that

_logE, [¢~f| ] i%f( [f1F,] + By {;w ‘}" D (2.0.4)

~logE, [e”/|F;] = infE, [fo W+ %lul%

}'T} (2.0.5)

In 2.0.4 we assume that E, [ fef ] < oo and the infimum is taken over the probability measure on
W 6 which are absolutely continuous with respect to v and such that E, [%U—}] = 1. In 2.0.5, the
infimum is taken over the u from W to H, with adapted density, which are in L? and such that
li<-4(t) = 0, and we assume that E, [fe’f} < oo and that there exists a two conjugates integers
p and q such that f € LP(v) and e~/ € L9(v). Observe that we had to increase the integrability
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hypothesis on f from what we had for the non-conditional case. In fact the integrability hypothesis
on f here are the same as in [25]. As in our third paper, we obtain a result similar to Prékopa-Leindler

theorem for the conditional expectation, but the integrability hypothesis still seem restrictive.
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Chapter 3

A criteria of strong
H-differentiability

We give a criteria for a Malliavin differentiable function to be strongly H-differentiable.

Keywords: Wiener space, H-C!, strong differentiability, Malliavin derivative

3.1 Introduction

Let W be the classical Wiener space and H the associated Cameron-Martin space. A theory of a
weak derivative over Wiener functional with respect to H directions has long been developed (see
[23], [26]). More recently, Ustiinel and Zakai, in [22], or Kusuoka, in [14] have studied a strong
derivative for Wiener functional, using the Fréchet differentiability on H. A Wiener functional f is
H-continuous, or H-C, if h — f(w + h) is a.s. continuous on H, H-C! if h — f(w + h) is a.s.
Fréchet differentiable on H with H-continuous derivative. H-C! function are very useful in the study
of invertibility of perturbations of the identity of Wiener space. Indeed if u is a measurable H-C!
function from W to H, Iy + u is invertible. This has been used by Ustiinel to establish the following

variational representation, where B is a Brownian motion

1 !
_logE[e—foB] = infE {fo(B+u)_|_2/ |u(8)|2ds]
“ 0

for some unbounded functions f.

Of course it is way more difficult to establish that a function is H-C' than it is to establish it is
weakly H-differentiable. In this paper, we give a criteria for a weakly H-differentiable function to
be H-C', namely the weak H-derivative has to be a.s. uniformly continuous on every zero-centered
ball of H.

First we recall the formal setting of weak and strong H-derivative, then we establish the criteria.

Finally, we expand the criteria to higher order derivatives.

39



40 A criteria of strong H-differentiability

3.2 Framework

Set n € IN and let W be the canonical Wiener space C([0, 1], R™). Let H be the associated Cameron-
Martin space

" {/ i(s)ds, h € L*([0, 1])}

0

and for m € IN*, By, = {h € H,|h|g < m}. Denote u the Wiener measure and W the coordinate
process. W is a Brownian motion under p and we denote (F;) the canonical filtration of W completed
with respect to p. Set Cyl the set of cylindrical functions

Cyl={F(Wy,,...W,),pe N*, Fe S(R"),0<t; <...<t, <1}

where S(R™) denotes the set of Schwartz functions on R”.
For f € Cyl,w € W and h € H, we define

Vi) = g5 Sl M)
=0

Riesz theorem enables us to consider V f as an element of H. For 1 < p < 0o, we define

|-|p>1 1 f€Cyl— |f‘LP(u) + |Vf|Lp(u,H)

V f is a closable operator and we define D, ; the closure of Cyl for |.|, ;.
Let 6 be the adjoint operator of V and LY (u, H) be the set of the element of L°(u, H) whose density
are adapted to (F;). L2(u, H) is a subset of the domain of §, and for any u € L% (u, H)

1
ou = / u(s)dW (s)
0
From now on for u € LY (u, H), we will denote

p(8u) = exp (5u -3/ 1 |u<s>|2ds)

Now set X a separable Hilbert space and (e;);ew an Hilbert base of X, define

Cyl(X) = {Z fiei,p € IN", (ix) € NP, (fi) € Cylp}

k=1

If f=>7_, fiei, € Cyl(X), we define

P
Vi(w)h] = Vifie,
k=1
and Vf is an element of X ® H.

We define |.|, 1, similarly as before and V is once again a closable operator, we define D, 1 (X) the

closure of Cyl(X) for |.|p.1. This enables us to define V? for p > 1 by recurrence, we denote

P
vk = e + Z |ka’LP(#,X®H®’“)
k=1
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and D, (X)) the completion of Cyl(X) for |.|p -
Finally, we define the Ornstein-Uhlebeck semigroup (P;) as follow: set t > 0 and f € LP(u, X) for

some p > 1
Pf:weW— /Wf (eftw +v1- e*Qty> w(dy)
We will need the following technical results concerning F;:
Proposition 3.2.1 Sett >0 and f € L*(u, X). For h € H, we have pi-a.s.
Pif(w+h) =P ((f ((.+e "h)) (w)
If f belongs to some Dy, 1(X), we have p-a.s.
PNV f =€ VP f

Proof: For the sake of simplicity we address the case X = R. The first assertion is an easy
calculation.

For the second one, set h € H, we have

Vp(6h) = hp(Sh)

and
Pup(3h) = p(3(e "))
o
P,Vp(6h) = hp(5(e "h))
= e'e "hp(6(eh))
= e'Vp(§(e th))
= ¢e'VPp(sh)
and we conclude with density of the vector space generated by {p(dh),h € H} in D, ;. U

For more details on this setting see [23] or [26].

Now we give the definitions of strongly H-differentiable functions.

Definition 3.2.1 Set u: W — X a measurable function. We say that

(i) u is H-continuous (or H-C) if the map h — u(w + h) is p-a.s. continuous on H.

(ii) w is H-C' if the map h + u(w + h) is p-a.s. Fréchet-differentiable and its Fréchet derivative
Vf is an H-continuous map from W to X ® H.

(iii) Set p € IN, by recurrence, u is H-CP if it is H-CP~' and its derivative of order p-1 is an H-C!
map from W to X @ H®"'

We will need the following results concerning strong H-regularity for our main theorem, see [22] for
their proof:
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Proposition 3.2.2 Set u: W — X such that V*u is well-defined for every k € IN*. Assume there
exists p € IN® such that for every X\ € Ry

Z ﬁ |V U‘LP(H7X®H®IC) < 0
k=0
Then p-a.s. for every h € H
> 1 @
k=0
Proposition 3.2.3 Set f € LP(u, X) for some p > 1, for everyt > 0 and A € Ry, we have

o )\k .
ZEIV Ptf’LP(;L,X®H®k) < o0
k=0

3.3 Main theorem

Theorem 3.3.1 Assume that f : W — X is inDy, 1(X) for somep > 1. Assume that h — V f(w+h)

uniformly continuous on every n-ball of H. Then fis H — C' and its H-derivative is V f.

Proof: The hypothesis implies that h — V f(w—+h) is separable so the uniform continuity hypothesis
can be written:

lim sup IVi(w+h)=Vf(w+k)xen =0 a.s.
€0 p keB,, ,|h—k| g <e

As we just stated we can set A C W of full measure such that for every w € W h — V f(w + h) is
continuous.
Set s > 0 and h € H. We know the action of P, over the weak derivative:

PV f(w+h)=e’VPf(w+h) as
We also have:
PNV f(w+h)=Ps(Vf(.+e °h))(w) a.s.

Since both terms are analytic, the set on which these equalities hold does not depend on h. Now we

denote, for m,n € IN*:

Onm (w) = sup Vf(w+h)=Vfw+k)lxen
h,k€ B, hi|n <

Observe that for h,k € B,, verifying |h — k|g < L, we have:

PV F( A+ e ) (w) = Pu(VF( A+ k)(W)] gy < Pobum(w) as.

Since both terms have analytic modifications, the set of w on which this inequality stands is inde-
pendent of h and k.

Set (s;) a sequence decreasing towards 0 and Hy a countable dense subset of H. We define:



Main theorem 43

A = A
N {weW:P,Vf(w+h)=e VP, f(w+h),¥h € H,Vi € N}
N {weW: P, Vi(w+h) =Py, (Vf(. + e *h))(w),Vh € H,Vi € N}
N {weW:ilggoP%Vf(erh)=Vf(w+h) VheHo}

N {w e W: lim P, 0pm(w) = Opm(w),¥n,m € ]N}

11— 00

N {w EW: [P, (Vf(.+e " h))(w) — P, (Vf(.+ e_sik:))(w)’X@H < Py, Opm (W),
Vh,k € By, |h —k|lg <1/m,Vi € N}
N {weW: lim Gnm(w):O,VnelN}

m—r oo

N {w €W: P, Vf(w+h) =P, Viw)+Y %VkPSin(w) [h®*’] Vh e H,Vie ]N}
k=1

> k
N {w EW: Z (ki 0 VAP, f(w + h)]X®H®k+1 <oo,Yh € H,Vx € Ry,Vi € ]N}
k=1 ’

Observe that we know from [22] that {w EW:> 2, ﬁ |VFFLP, f(w)] ersr < 00,V € R+}

and {w EW: P, Vf(w+h) =P, Vf(w)+ Y2, LV*P, Vf(w) [h®k} Vh € H} are of full mea-

sure and H-invariant.

Setw € A',i € IN, h € H and &’ € Hy such that [h—h/| < L andn € N such that B (h, 1) C B,,,we
have:

|P,Vf(w+h)=Vfw+h)xey < |P,Vfw+h)—P,Vflw+h)xen

+[ P, Vi(w+ 1) = Vf(w+h) xen

HVf(w+h) = Vfw+h)|xen

1Ps, (Vf(-+e " )h)(w) = Ps, (Vf(. +e ")) (w)|xen
HP,Vf(w+h") = Vf(w+h)|xeu
+Vf(w+h)=Vflw+h)|xen

Py, 0pm + |P,Vf(w+h) = Vf(w+h)|xem + Onm

IN

IN

This proves that:
lim Ps,Vf(w+h)=Vf(w+h) Vhe H
1— 00

Now observe that for w € W such that (6, m(w))men converges toward 0, h — Vf(w + h) is
uniformly continuous on B,, hence bounded. So for h, k € B,,:

[f(w+h) = flw+k)x =

< sup |Vf(w+h/)|X®H|h—k“H
h'€By

/1 Vf(w+ Mo+ (1= Nk)[k — h]dt
0
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So the hypothesis imply that

lim sup |[f(w+h)— flw+k)|x =0 a.s.
€20 keB,,|h—k|g<e

where this supremum is a measurable random variable since f € D, 1(X) and we can construct a
full measure A” C W similar to A’ where f takes the role of Vf. We denote A = A’ N A”. We have
1(A) =1 and for every w € A and h € H:

lim P, fw+h) = f(w-+h)

i—00

lim P,V f(w+ h) = Vf(w+ h)
Set i, j > max(ig,i1,i2), we have:

Now we can prove the differentiability of h — f(w + h). Set w € A and h € H, we aim to prove
that:

i}.HO|h'| |flw+h+h) = flw+h) =V (w+h)[h]x =0

Set h' € H, we have:

ﬁlf(w+h+h’)—f(w+h)—Vf(w+h)[h’]|X

H

: ﬁ'ﬂw”*h')‘f(w+h)—(Psif(w+h+h’)—Psz-f(w+h))lx
|h,| |Poi f(w+ h 4+ 1) = Py, f(w + h) = VP, f(w+ W) [I]|
|h'| |VP31f(w+h)[ } Vf(erh)[h”

We denote these three terms Ay, B, and Cjrand we deal with each one of them separately.

Cnw < |VPsflw+h)=Vfw+h)xen
< e PGV (w+h) = V(w+h)| vy
— 0
now the second term:
1 k 1R
B = i Zk,v Pofw+h) (1]
1 < k
k
= |P/| 1 ,;E [VEPy fw + 1) g o 10 [
— 1 k+1 1k
= L Gr |V P ) g peres Wl
=1

k
— 0
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since Y 7o, ﬁ |VFHLP,, f(w + h)‘X®H®k+1 < 0.

Ah/
1
= tim o |Pa fw b B = Po f(wt ) = (Po o b W) = Puf )]
J—00 H

We have

|Ps, f(w+h+h') = Py, f(w+h) = (Ps, f(w+h+h') = P, f(w+h))|

< sup |VP f(w+h+A0) = VP f(w+ M+ A0)| o B |1
A€0,1]

Now set A € [0,1], e > 0. We can assume that |h — h'|g < L, set n € IN such that B (h, =) C B,,.
We have:

|V Py, f(w+h+ M) = VP, f(w+h+ )| ¢y

< VP, f(w+h+ M) = VP, f(w+h)| oy
+| VP, f(w+h) = VP, f(w+h)| o
+|VP, f(w+h) = VP, f(w+ A+ (1= V)| xon
< e Py (Vf(-4 e (h+ M) (w) — e Py (Vf(.+ e h)(w)| ¢ oy

+[VP f(w+h) = VP flw+h)| oy
+ ’e_sipsi (Vf( + e % h))(w) - e_siPsi (Vf( + e’ (h’ + Ah/)))(w”X@H

which is smaller than € for i and j large enough. It ensures that Ay tends toward 0 when h’ converges

toward 0, which concludes the proof. 0

3.4 Extension to higher order derivatives

Corollary 3.4.1 Assume that f : W — X s in D, (X)) for some p > 1. Assume that h —
V¥ f(w + h) is p-a.s. uniformly continuous on every B,,.
Then fis H — C" and its H-derivatives up to order n are equal to its weak derivatives of the same

order.

Proof: We prove this with a recurrence over n. The case r = 1 is theorem 3.3.1. Now set r < 2
and assume that the result is proven for every integer up to k-1. Set n € IN and A a measurable
subset of W such that pu(A) =1 and for every w € A h — V7 f(w + h) is uniformly continuous on
B,,. Set w € A, B,, being closed, h — V" f(w + h) is bounded is bounded on B,,. Consequently,
h + V"= f(w + h) is lipschitz on B,, and so is uniformly continuous on B,. The recurrence
hypothesis ensures that f is H-C"~! and that its H derivatives up to order r-1 are equals to its weak
derivatives of the same order.

Applying theorem 3.3.1 to V"~ f, we get that it is H-C' and that its H-derivative is V" f, which
conclude the proof. O
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Chapter 4
Variational calculus for diffusions

We expand the classic variational formulation of —logE [e*f] to the case where f depends on a
diffusion, and not only a on Brownian motion, while decreasing the integrability hypothesis on f. We
also give an entropic characterisation of the invertibility of a perturbation of a diffusion and discuss

the attainability of the infimum in the aforementioned variational formulation.

Keywords: Wiener space, invertibility, entropy, diffusion, variational formulation

4.1 Introduction

Denote W the space of continuous functions from [0,1] to R™ and H the associated canonical
Cameron-Martin space of elements of W which admit a density in L?. Also denote p the Wiener
measure, W the coordinate process, and (F;) the canonical filtration of W completed with respect
to p. W is a Brownian motion under u. Set f a bounded from above measurable function from W
to R. In [5], Dupuis and Ellis prove that

—logE, [e7/] = inf (B [f] + H (0]11)) (4.1.1)

where the infimum is taken over the probability measures 8 on W which are absolutely continuous
with respect to p and the relative entropy H(6|u) is equal to E,, [% log j—ﬂ . In [1], Boué and Dupuis

use it to derive the variational formulation
SR Lt
—logE, [e/] =infE, |fo (W +u) + 3 [u(s)|ds (4.1.2)
w 0

where the infimum is taken over L? functions from W to H whose density is adapted to (F;). This
variational formulation is useful to derive large deviation asymptotics as Laplace principles for small
noise diffusions for instance. This result was later extended by Budhiraja and Dupuis to Hilbert-
space-valued Brownian motions in [2], and then by Zhang to abstract Wiener spaces in [27], using
the framework developed by Ustiinel and Zakai in [21].

The bounded from above hypothesis in 4.1.2 was weakened significantly by Ustiinel in [25], it was

47
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replaced with the condition
E, [fe ] < oo
and the existence of conjugate integers p and q such that

ferr(p),et e L)

These relaxed hypothesis pave the way to new applications. The possibility of using unbounded
functions is primordial in Dabrowski’s application of 4.1.2 to free entropy in [4].

Ustiinel’s approach is routed in the study of the perturbations of the identity of W, which is the co-
ordinate process, and their invertibility. The question of the invertibility of an adapted perturbation
of the identity is linked to the representability of measures and was put to light by the celebrated
example of Tsirelson [20]. Ustiinel proved that if u € L?(u, H) and has an adapted density, Iy + u

is p-a.s. invertible if and only if
1
H((Iw +uplp) = 5By [Julf]

To prove 4.1.2 with the integrability conditions specified above, Ustiinel uses the fact that H-C!
shifts, meaning shifts that are a.s. Fréchet-differentiable on H with an a.s. continuous on H Fréchet
derivative, are a.s. invertible, and that shifts can be approached with H-C"! shifts using the Ornstein-
Uhlenbeck semigroup.

This paper focuses on getting a variational formulation similar as the one above in the case of a

diffusion V which satisfies a stochastic differential equation

V(t) :c—i—/o J(V(s))dB(s)—i—/o b(V(s))ds

where B is a Brownian motion, thus generalizing the case of the Brownian motion. We also weaken
the integration hypothesis on f since we only require E[fe~/] < oo and f € LP(u) for some p > 1.
Ustiinel’s proof consists in approaching f with H-C' functions and then use H-C! shifts, which
are invertible, obtained using those functions. This approach is deeply rooted in the Brownian
motion specific case, since it relies on sophisticated stochastic analysis tool that were developed for
a Gaussian framework. Here we write the density E[ee;,ff] as the Wick exponential of some v and
then approach v with retarded shifts which generate invertible perturbations of the identity. Since
we work under the law of a diffusion and not the Wiener measure, the perturbations of the identity
we consider are not affine shifts. We work on W under the image measure of (V, B) that we denote

1 and we construct a Brownian motion fx such that W verifies

W (t) :c+/0 U(W(s))dﬂx(s)Jr/O b(W (s))ds

We only consider perturbations that verify the Girsanov condition. If u is such a perturbation, we

denote X" the solution of the stochastic differential equation

Xt=c+ / o (XU (s))d (Bx + u) () + / b(X%(s))ds

and X" = (X", Bx + u). X“ plays the same role as W + u in the Brownian case and it is invertible
if and only if
u 1
H(X" (i) = 5By [Julf]
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We conclude the paper with a discussion over the attainability of the infimum in the variational

formulation.

4.2 Framework

Set m <deIN*, c e R", 0: R™ = M, 4(R) and b : R™ — R"™ bounded and lipschitz functions.
o; will denote the i-th column of . Notice that every matrix will be identified with its canonical
linear operator. Set (€2, R, (G:)) a probability space, V a R-Brownian motion on 2 with values in
R?. Set Y a R™-valued strong solution of the stochastic differential equation:

Y(t)=c+ /0 o(Y(5))dV (s) + /0 b(Y (s))ds

on (Q, R, (G:), B). The hypotheses on o and b ensure the existence and uniqueness of Y if we impose
its paths to be continuous.

We denote p the Wiener measure on C([0,1],R?) and pX the image measure of X. We denote
W = C([0, 1],R™*+4) and we consider the measure u* x u on W.

We define the processes X and B on W by:

X(t) : (w,w')eW—w(t)eR™
B(t) : (w,w') €W w'(t) € R

Under p*X x p, the law of X is u¥, B is a Brownian motion and they are independent. We denote
X; and B; the i-th coordinates of x and B. Define M = X — ¢ — [, b(X(s))ds and a = oo”. For
1<i<d M'=X"—¢ — [;b'(X(s))ds is a local martingale and we have:
() = [t (s)ds
0
Now set y € R. observe that

o herlo)t = im(o(y))
w): e o oly)e)

is an isomorphism and set 6(y) the unique element of M., (R) which is equal to 5(y) ™" on im(o(y))

L and

and 0 on im(o(y))* and n(y) the unique element of M,4(R) which is equal to 0 on ker(o(y))
to the identity on ker(o(y)).
Notice that we have (6o + n)(y) = Is(R).

We define . .
&:AGM@MM®+/UM@MMﬁ

0
Bx,; will denote the i-th coordinate of Sx.

Bx is a Brownian motion. Indeed, it is clearly a local martingale and since m and B are independent:
a(X(s)) 0

0o I ) (0(X(s)) n(X(s))" ds

((Bx,is Brg)(8);; = /0(9(X(8)) W(X(S)))<

= /09(X(8))O(X(S))O(X(S))T9(X(S))T+77(X(8))77(X(8))Td8
= tI4(R)
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Moreover M = [; o(X(s))dBx(s). Indeed, M — [; (X (s))dpx(s) is a local martingale and:

(< X()afe(s). M = [ o(X(5) (s >><))m_

_ / X(s) +1 o(X(s)n(X(s)))

( ? ) (X (DX () + T (X (s)u(X(5))" ds

= / X () + D) o(X(s))a(X(s))" (0(X(5)0(X(s)) = I)"

(X (s))n(X () 'n(X(s))"ds

(e}

= 0

This construction of Bx is taken from [18].
We denote
X = (X, Bx)

and p* its image measure. X is a p* path-continuous strong solution of the stochastic differential

equation
X = c+ [;o(X(s)dBx(s) + [;b(X

The filtration of a process m will be denoted (F;™), the filtration of X will be simply denoted (F3).
Except if stated otherwise, every filtration considered is completed with respect to p*. If m is a
martingale and v admits a density v whose stochastic integral with respect to m is well defined we

will denote )
5mv:/ 0(s)dm(s)
0

We also denote the Wick exponential as follow

p(S) = exp ( / " b(s)dm(s) — s / ()P d<m><s>)

and for p > 0 we denote

LP(p* H) = {ue LP(u* H),uis (F) — adapted}

Gp(u*,m) = {we L H),Eyx [p(=6pmu)] = 1}

We denote H = {fo s)ds, h € L*([0,1], Rd)}. For u € Go(p*, Bx), we define 3% := fBx +u and X*
a path-continuous strong solution of the stochastic differential equation

X":c+/0' o (X" (s))dBE(s /bX“

on (W, u*, (F), Bx). Once again the hypotheses on ¢ ensure the existence and p*-path uniqueness
of X*. We also denote

M"=X"—c— /0 b(X"(s))ds = /0 (X" (s))dBx(s)
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and
Xv = (Xu7 5X + U)
We have a Girsanov-like change of measure theorem relative to p*:

Proposition 4.2.1 Set u € Go(u*, Bx) , for every bounded Borel function f:
EMX [f] = EMX [f e} X“p(—(SBXu)]

Proof: Set f a bounded Borel function and u € G (1%, fx), denote @ the probability on W defined

by
df
leX = p(—dp,u)

According to the Girsanov theorem, the law of Bx + v under  is the same as the law of Sx under
1. Consequently, the law of X® under 6 is the same as the law of X under p* and

Eux [f © X] = Eux [f © X“p(—é/gxu)]

Theorem 4.2.1 Set u € Go(u*, fx), we have
XuluX ~ ‘LLX
Proof: Set f € C,(W) and set 6 the measure on W given by

df
d/TX = P(*‘sﬁxu)

We have

Exuo [f] = Eo[foXY]
= Ex[foX"p(—dp,u)]
= EMX [f]
so X0 = p*.
Since 0 ~ p*, X% ~ X*u*, which conclude the proof. 0

Set u,v € Go(p*, Bx), this theorem ensures that if g is a random variable defined on W, the compo-
sition g o X? is well-defined. Indeed set § and § in the same equivalence class in L°(x*). Then
p(GoX =goX’) =X (g=g) =1

since XVp* < pX.
In particular the compositions u o XV and X* o XV are well-defined since u and X" are random vari-
ables defined on W with values in H and W respectively.
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4.3 Action of the composition by X" and invertibility results
Proposition 4.3.1 Set u € Go(p*, Bx). We have p*-a.s.:
M* = MoX
Bx = PxoX"
Proof: We have
MoX® — (X—c—/?b(X(s))ds) o X
- XU—c— / b(X " (s))ds
- MY ’
Now,

Broxr — ( [ ocepanes) + [ n(x<s>>d3<s>) o X

0

/ 0(X"(s))AM"(s) + / (X (5))dB(s)

0 0
= [ oot + [ axe s
= B
Proposition 4.3.2 Set u,v € Go(u*, Bx) such that v+ uo X% € Go(p*, Bx), we have p*-a.s.:

X% o XY = XeruoX"

We have
XU 0 X = (X" 0 X", (fx +u) 0 XY) = (X" 0 X", B + v+ uoX")
Now,
XtoX’ = (c—i—/. a(X“(s))d5§(s)+/'b(X“(s))ds) o X"
0 0

(e [ otrrenass + [ atxtenauts) + [ ox(opas) o

0 0 0

c—l—/O o(X"(s) o X")dBx(s) —|—/0 o(X"(s) o X")u(s) OX“dS—i—/O b(X™(s) o X")ds

c+ /0. o(X"(s) o X?)dBYT %" (s) + /0. b(X"(s) o X")ds

X"oX? and XV t4X" are path continuous strong solutions to the same stochastic differential equation
so they are equal p*-a.s.

Finally, we have p*-a.s.

X% o XY = (Xv-i-uoX”’ﬁX +ou+uo XU) _ Xv—i-uoxv
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4.4 Invertibility results

Definition 4.4.1 A measurable map U : W — W is said to be u*-a.s. left-invertible if and only if
Up® < p* and there exists a measurable map V : W — W such that V o U = Iy p*-a.s.

A measurable map U : W — W is said to be p*-a.s. right-invertible if and only if there exists a
measurable map V : W — W such that Vu* < p* and U oV = Iy p*-a.s.

Proposition 4.4.1 Set U,V : W — W measurable maps such that V o U = Iy p*-a.s. and
VX <y Then U oV = Iy Up*-a.s., so if Up* ~ p*, we also have U oV = Iy p*-a.s. In that
case, we will say that U is u*-a.s. invertible.

Proof: There exists A C W such that y*(A) = 1 and for every w € A, V o U(w) = w. Consider
such a set A, we have

Evpr [loovw)=w] = Eux [luovou w)y=u(w)]

= E,x [lvovoer(w)=v(w) lwea] +Ex [1vovor w)=v(w) luwgal
= Eux [Lu@w)=v(w)lwea)

=1

4.5 Entropic characterisation of the invertibility of X“

In this section, we prove that the process X* is left invertible if and only if the kinetic energy of the
perturbation u is equal to the relative entropy of X*u*.

Proposition 4.5.1 Set u € Go(u*, Bx). We have:
“ 1
B ) < 2B, [l

Proof: Set g € C,(W) and denote L = X7 e have:

dpx
EpxlgoX"] = Eux[gL]
= Eux [9 oX“Lo X“p(—égxu)]
So p*-a.s.
LoX"Eyx | p(~dg,0) Fi| =1

and

HX"u¥|p*) = Eux[LlogL]

= EX”/LX [log L]

E,x [log L o X*]
~E,x {logEux {p(—5ﬂxu)|ff§uﬂ
_}E,uX [1Og p(_éﬁxu)}

1
iEux |:|u|§_1}

IA

IN
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O

Now comes the criteria:

Theorem 4.5.1 Set u € Go(u*, Bx). The three following propositions are equivalent:
(i) H(X"1*|u*) = 3B, [fulF]

(ii) There exists v € Go(u™, Bx) such that XV o X% = X% o XV = Iy p*-a.s.

(iii) X¥ is u*-a.s. left-invertible

Proof: We first prove (i) = (i7). We still denote L = ds{i;’;x and as in the proof of last proposition

we have p*-a.s.
Lo X", [p(~0p,u)|X"] = 1

Using Jensen inequality we have p*-a.s.

0 = logLoX"+1logE,x {p(—é/gxuﬂ}?{u}

v

logLoX" + I« [log p(—0s,u)| ]'—fgu]

and

o
v

E,x [log L o X*] 4+ E x [log p(—dp,u)]

) 1
H (X" ) — 5B [Julf]
0

Y

So
0 = logLoX"+logE,x {p(—élgxuﬂ .ngu]
= logLoX"+E,x [log p(—=ds,u)| ]:fgu}
and
log Eyyx [ p(~03,)| FI* | = By [log pl(—d5,)] 7]
The strict concavity of the function log gives

E,x [p(—%xu)lffgu] = p(—0p,u)

Finally we have
LoX%p(—dp,u) =1 (4.5.3)

Since Bx is a p*-Brownian motion, there exists v € Go(u*, Bx) such that L = p(—dg,v).
We apply the logarithm to 4.5.3 to get:

1 1
0 = dgvoX"+ JjvoX"f +dpu+ Slulf
We have:

1
Spwoxt = [ i(s) 0 X dx(s) + (v X",
0
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so finally we have:

1
0=08p, (voX"+u)+ §|voX“+u|%I (4.5.4)

According to Girsanov theorem Bx + v is a X“u*-Brownian motion, so:

E,x [Llog L] Exu,x [log L]

— By |- | i(e)dBe(s) 3 / 1 i(e) s

_ %EMX { /0 1 |1}(s)|2ds]

1
= iEMX [lvoX“|%]
So voX* € L2(y*,H) and we can take the expectation with respect to v in 4.5.4 to obtain
u+voX* =0 pfas. and XV o X% = [y p*-a.s. and XV is a left-inverse of X*.

Since XV X ~ 1, we also have X" o XV = Iy p*-a.s. from proposition 4.4.1.

X ¥
du* *

(#4) = (44¢) is immediate. Now we prove (iii) = (7). We still denote L =

Assume that X* admits a left inverse V. Set v = —uo V.
We have p*-a.s.
voX% = —u
and
B ux [1f01 \1’1(5)|2ds<oo:| =K. [1f01 \u(s)\2ds<oo} =1
sov € LO(X%uX, H) and v € LO(p*, H) since X*pu* ~ p*.
Now set " = max(n, min(d, —n)), 9" o X" is adapted. Set A € L?(dt x du*) an adapted process,

we have:
E,x [p(—aﬁxu) /O 10”(8)0X“A(3)0X“d5} - Eax /0 11}”(3)A(s)ds}
- Eax /0 B [67(5)| FE(9)] A(s)ds]

— | p(=dsu) /0 E, .« [0"(s)| F¥(s)] 0 X" A(s) o X"ds

So E,x [07(s)| F(s)] o X* = 9" (s) o X" dt x dp*-a.s. which implies Ex [0"(s)| F*(s)] = 0" (s)
dt x dp®-a.s. since X*u* ~ p*.

An algebraic calculation gives p*-a.s.
p(—(SBX’U) o Xup(_(sﬁxu) =
Now set g € Cp(W, R, ), we have:

Ex[gL] = E.x[goX"]
= ]E,ux [.g o Xup(—égxi)) © Xup(_éﬁxu)]

IN

]E,uX [gp(f(sng)]
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So L < p(—dp,v) and since E = [p(—ds,v)] = 1 we have

LoX%p(—dp,u) =1
and we can compute H (X%u*|u*):

H(X"u*p*) = Eux[LlogL]
E,x[log L o X“]
= Eux [ log p(—d,u)]

1
=SBl

4.6 Approximation of absolutely continuous measures

Theorem 4.6.1 If 0 ~ p* is such that there exists v > 1 such that

do do
1 e Ll X
a8 g € (1)

and

de X
10gleX€L (")

there exists (uy,) € L (u*, H)YXN such that for every n,

Xt X~ X

XU 4s p® — a.s. invertible

dXn % dXn % de de
dpx dpx duX AnX

dXtn % do do do

. 1/, X
d/j,x Ogdﬂix_)dﬂixlogdﬂix ZnL(/,L)

log

Proof: Denote

o
dpX

Eventually sequentializing afterward, we have to prove that for any e > 0, there exists u € L (u*, H)
such that X“u* ~ %, X% is p*-a.s. invertible and

dxuﬂx dxuux
E,x { A log i — LlogL < €
dX“,uX
E,x H A log L — Llog Ly ] < €
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The proof is divided in five steps.
Step 1 : We approximate L with a density that is both lower and upper bounded.

Denote
¢n, = min(L,n)
bn
L, = ———
E,ux [¢n]

The monotone convergence theorem ensures that E x [¢,] — 1 so for any o € (0,1), there exists

some n, € IN such that for any n > n,,

]E#x [gﬁn] >«

(L, log L,) converges u*-a.s. to Llog L and if n > n, and

L,logL,| = lo 1 4, + log n
1L log Lol hwm1g 0| < T (B g] 8 By ]| >
L
< e '1 4, Zlog =|1
= ¢ E;L§[¢nlgl+ o 8 ‘ oy > 1
L L
< e '+ |Zlog=
« (6%

So the Lebesgue theorem ensures that (L, log L,) converge toward Llog L in L'(x*). Similarly,

(L, log L) converges p*-a.s. to Llog L and if n < n,,
L
|Ly log L] < ‘logL’
(6%

and the Lebesgue theorem ensures that (L, log L) converges to L, log L in L'(u*), so there exists
ng € IN such that

E,x [| Ly, log L,,, — Llog L|]
E,x [|Ln, log L — Llog L]

IN

€

A

€

Lyp,ta 1 Lygy+ta
1+a 14+a

) converges p*-a.s. to Ly, log L,, when a converges to 0. Set a € [0, 1], we have
Ly, —|—alo Ly, +a

Ly, +a, Ly, +a
g log
1+a 14+a

1+a l1+a
e M5, <1+ |Lnglog L, |11, 1
< ety | Ly log L, |

Ly, +a Ly, +a
log
14+a 1+a

1r,,>1

Iz, <1+ ‘

IA

L+a

So the Lebesgue theorem ensures that ( log ) converges to Ly, log L, in L'(y*). Sim-

ilarly, ( "°+ log L) converges p*-a.s. to Ly, log L and

‘Lno—ka

1+abu¢s|@m+m%u
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Lno +a
14+a

and the Lebesgue theorem ensures that (
exists a € [0,1] such that

log L) converges to Ly, log L in L'(*) and there

E

E x

L, +a L, +a
u H o 1 "o — Ly, log L,

1+a o 1+a

L, +a
E, = H °+ - log L — Ly, logLH <e
L;iza is both lower-bounded and upper-bounded in L>(z*), we denote these bounds respectively
d and D.
Also denote I
+a
M(t)=E o Fi
(0 =B | 2220 7

We write

M(t) = exp (At a(s)dBx(s) — % t jé(s)|? d5>

0
with o € LO(p*, H).
Step 2 : We prove that o € L?(p*, H).
Set

T, = inf {t 0 1},/; (s ds > n}

(T},) is a sequence of stopping times which increases stationarily toward 1. We have, using M =
L+ fi 6(5)M(s)dBx(s)

By [(M(EAT) =17 = By l / o Io’z(s)|2M(s)2ds]

tATy,
&E,x [ /0 a(s))? ds]

tAT, 2
/ |a<s>|2d51 e O e

Y

SO

E,x

hence passing to the limit

E,x [ / 1 |a<s>|2ds] < 2<Ddi+1)

Step 3 : we approximate a with an element of L (u*, H).
Define

t
ap : (t,w) € 0,1] x W .—>/ &(s,w)ljo,7,(s,w)ds
0

and

L IR
M) = e ([ @nsdsets) 5 [ lan) )
0 0
and clearly (M™(1)log M™(1)) converges p*-a.s. to M(1)logM(1), (M™(1)logL) converges to
M(1)log L p*-a.s. and M™(1) = E,x [M(1)| Fr,], so p*-a.s.
|IM™(1)log M™(1)] < max(e”',|DlogD|)
[M™(1)log L] < |DloglL|
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so the Lebesgue theorem ensures that (A™(1)log M™(1)) converges to M (1)log M (1) in L' (1*) and
(M7 log L) converges to M, log L in L'(p*) and there exists n € IN such that

[M™ (1) log M™ (1) — M (1) log M(1)]
|[M™(1)log L — M(1)log L]

IN
[0}

AN
)

Step 4 : we approximate o™ with a retarded shift.
For n > 0 set

t
y1(t,w) € 0,1] x Wi [ &"(s —n)(w)lssyds
0

NU(t) = exp ( / (s)dAe(s) 3 / t w(s)fds)

(N™(1)log N"(1)) converges in probability to M™(1)log M™(1).
To prove that (N"(1)log N"(1)) is uniformly integrable, it is sufficient to prove it is bounded in any
LP(p*), set p > 1

B NP = B oo (5 [ 615206 - [ ol as)]

= B fow (o [ 01500 - [ o as ) (V5 [ s as)|
[ st~ 5 [ i as) e (V5 0]

% | €Xp (
exp - pn
2

so (N"(1)log N"(1)) converges to M™(1)log M™(1) in L' (¢*). Furthermore, using Hélder inequality,

we have

IA
=

IN

Eux [INT(1)log L — M™ (1) log L] < [N"(1) = M™(1)| v,z [10g L[ 1)

where L —i—%: 1.

r!

Consequently there exists 7 > 0 such that

E, = [[N"(1)log N"(1) — M™(1)log M"(1)|]
E,x[[N"(1)log L — M"(1)log L|]

IN
™

A
)
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using the triangular inequality, we have

Ex[|[Llog L — N"(1)log N"(1)]] < E,x[|[LlogL — Ly, log Ly,|]
Ly, +alo Ly, +a

L log Ling = 1+a & 1+a

+EHX |:

|

Ly, +a Ly, +a
E = 1 = — M"™(1)log M™(1
i, || B o B a1y o)

+E,x [[M™(1) log M™(1) — N"(1)log N"(1)]]
4e
E,x[[LlogL — N"(1)log L|] < E,x[|LlogL — Ly, logL]]

IN

—I—E#x [

L, +a
Ly, log L — 10+a logLH

Ly, +a
]E 0
o H 1+a
+E,x [[M™(1)log L — N"(1)log L[]
< 4e

logL — M"™(1) logLH

Step 5 : We prove that X" is p*-a.s. left-invertible and is the solution to our problem.
We know p®(X = Iy) = 1 and that there exists a measurable function ® such that X = ®(8x) p*-
a.s., so set A C W, such that p*(A) = 1 and for every w € A, X(w) = w and X(w) = ®(Bx(w)).

Now set wy,wy € W such that X=7" (w;) = X" (wy). We have

Bie(uwn) — / (s (wn)ds = B (uws) — / 1(s) (ws)ds

0

For any s € [0,7], Bx(s,w1) = Bx(s,w2), ¥ being adapted to filtration (fffn), it implies that for
t € [0,2n]

¢t t
) ds = s d
/0 (s, wq)ds /0 (s, ws)ds
and
Bx(t,w1) = Bx(t, w2)
An easy iteration shows that Bx(w;) = fx(w2) hence
wp = X(w)
= ®(Bx(w1))
(Bx(
(w2)

= w2

So X~ is p¥-a.s. injective and so pX-a.s. left-invertible and it is of the form X¥" with v7 €
Go(p*, Bx). We have, for f € Cy(W),

E,x [f o X“n} E,.x [f oX"" o X"p (&m”)}
= E.x[fN"(1)]
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We have

So X" X ~ p* and
X" oX" =X o XV 1X —as.

and
2 2 n
= e
< n
pX-a.s. since XU X ~ pX and |'y’7ﬁ{ <n p*-as., hence v" € L°(u*, H). O

4.7 Variational problem

As stated in the beginning, we aim to provide a variational formulation of —logE,x [e7/] . This

first result is from [25]:
Theorem 4.7.1 Set f: W — R a measurable function verifying
E, = [|f\(1 +e_f)] < 00

Denote P the set of probability measures on (W, Fy) which are absolutely continuous with respect to
X
u>, then

—logE,x [e7/] = (Eo[f] + H(0]™))

inf
ocP
and the unique supremum is attained at the measure
67f

dly = ——d
L I

Proposition 4.7.1 Set f: W — R a measurable function verifying E,« [|f|(1 + e_f)} < 00, then

T ueGa(uF Bx)

1
—logE,x [e*f] < inf  Ex {f o X" 4+ 2|u%}
Here is the main result.

Theorem 4.7.2 Set p > 1 and f € LP(*) such that Ex [(|f| + 1)e=/] < oo, then we have

1
—logE,x [e’f] = inf E,x {f o X" + 2|u?{}

uw€LP (p*,H),X* pX—a.s. invertible

Proof: Using proposition 4.7.1, we have easily

1
—logE,x [e7f] < inf E,x {f o X" + 2|u§{}

T w€eLe (pX H),Xv p¥—a.s. invertible
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Let 6y be the measure on W defined by

e/
0o = ———dp*
B0 =™

According to theorem 4.6.1, there exists (u,) € L°(p*, H)N such that for every n € IN, Xu» is
p*-a.s. invertible and that

ey ey
dpX dpX dpX gdux
N
dpX & dpX  dpX & dpX

log

in L (p%).
Since X% is p*-a.s. invertible, we have

w, | 1 9 dXvn % dXvn p* dXvn p*
]E#X [f o Xtn 4 2|un|H] = Eux |:f i + Eux i log A
When n goes to infinity, we have

dXun X dXun ¥ by db,
]E#X |: dMX log dMX — ]E/LX m log d/}[/ix

and since f = —log % —logE,x [e’f],

dXun /J'X:|

dfy
dpX

E#X |:f ]E;LX |:fd‘ux

So finally, when n goes to infinity,

1
s | £oX + Jlunlh] = Eay 1]+ HCGol®)
= —logE,x [eif}

which conclude the proof. L]

Corollary 4.7.1 Set f: W — R such that E,x [(|f| + 1)e™/] < co and

1
_ -1 — 3 u - 2
log EHX [6 ] B uELgO(#X’H),XUH;ng—a.s. invertibleEHX |:f o X+ 2 |UH:|
We have .
—logE,x[e = inf E XY + = |ul?
og By [7] uEG;?NXﬁX) & {f ° 2|U‘H

Theorem 4.7.3 Set f : W — R a measurable function verifying E,x [|f|(1 + e_f)] < 00, then if
there exists some u € Go(u*, Bx) such that X" is u*-a.s. left-invertible and % = R%ef’f]’ then
we have

_ : w1
—log B,z [e™] = weath o) B [foX +2lu%}
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Proof: Since X% is p*-a.s. left invertible and that % = #ef,f]. We have
1%

1 et et

-E 7] = HX " |y*) = E 1

B [fulia] = HOC ™) = By []Eux 1] 8 (Eux [ef}ﬂ
and

1 e~/ et e~/
E X“+-|lu}| = E 1
& [f T 2“'H] g [E e T e (E Mﬂ
= —logEx [e_f]

and we conclude the proof with last proposition. 0

Theorem 4.7.4 Set f: W — R a measurable function such that

1
~logEx [e/]= inf E, OX“JruQ}
B fef] =t |foxt+ iy
Denote this infimum J,. It is attained at u € Go(p*, Bx) if and only if X* is u*-a.s. left-invertible
and X4 e’

X — T _T.—F1-
du E, x[e=7]

Proof: The direct implication is given by last theorem. Conversely, if X* is not p*-a.s. left-invertible,
H (X" *|p®) < 1B, [|ul3;] and

IA

—logE,x [e™/] = pmt (Bolf]+ H(6]u")) weait B f1 4+ H (X |*)

< By [f] + HX 0 |1¥)

|
E;Ax |:fOX + 2|u?-1:|

A

which is a contradiction.

We get d§;§§X = L by uniqueness of the minimizing measure of infgcp ) (Eo[f] + H(0|p*)).
O
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Chapter 5

A general framework for
variational calculus on Wiener

space

We provide a framework to derive a variational formulation for —logE, [e_f] for a large class of
measures v. We use a family of perturbations of the identity (W*™) whose invertibility we characterize
thanks to entropy. This yields results of strong existence for various stochastic differential equations.
We also discuss the attainability of the infimum in the variational formulation and we derive a

Prékopa-Leindler theorem for the measure v.

Keywords: Wiener space, variational formulation, entropy, invertibility, Brownian bridge, loop mea-

sure, diffusing particles, stochastic differential equations, Prékopa-Leindler theorem

5.1 Introduction

Denote W the space of continuous functions from [0,1] to R™ and H the associated canonical
Cameron-Martin space of elements of W which admit a density in L?. Also denote 1 the Wiener
measure, W the coordinate process, and (F;) the canonical filtration of W completed with respect
to u. W is a Brownian motion under p. Set f a bounded from above measurable function from W
to R. In [5], Dupuis and Ellis prove that

—logE, [e™] :iréf(Eg [f1+HOw)) (5.1.1)

where the infimum is taken over the probability measures 8 on W which are absolutely continuous
with respect to p and the relative entropy H(6|u) is equal to E,, [% log %} . In [1], Boué and Dupuis

use it to derive the variational formulation
1 1
—logE, [eff] =infE, [fo (W +u)+ 5/ u(s)st] (5.1.2)
u 0

65
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where the infimum is taken over L? functions from W to H whose density is adapted to (F;). This
variational formulation is useful to derive large deviation asymptotics as Laplace principles for small
noise diffusions for instance. This result was later extended by Budhiraja and Dupuis to Hilbert-
space-valued Brownian motions in [2], and then by Zhang to abstract Wiener spaces in [27], using
the framework developed by Ustiinel and Zakai in [21].
The Prékopa-Leindler theorem first formulation was given by Prékopa in [17] and arose in stochastic
programming where a lot of non-linear optimization problems require concavity. In [8], Huu Hariya
uses the variational formulation to retrieve a Prékopa-Leindler theorem for Wiener space, similar to
the formulation of Ustiinel and Feyel in [7] with log-concave measures. Other functional inequalities
can be derived from 5.1.2, see for instance Lehec in [15].
The bounded from above hypothesis in 5.1.2 was weakened significantly by Ustiinel in [25], it was
replaced with the condition

E. [ fe=! ] < o0

and the existence of conjugate integers p and q such that
ferP(u),e! e Lp)

These relaxed hypothesis pave the way to new applications. The possibility of using unbounded
functions is primordial in Dabrowski’s application of 5.1.2 to free entropy in [4].

Ustiinel’s approach is routed in the study of the perturbations of the identity of W, which is the co-
ordinate process, and their invertibility. The question of the invertibility of an adapted perturbation
of the identity is linked to the representability of measures and was put to light by the celebrated
example of Tsirelson [20]. Ustiinel proved that if u € L?(u, H) has an adapted density, Iy + u is

p-a.s. invertible if and only if
1
H((Fy + wylys) = 5B, [luf}]

If u satisfies the hypothesis of Girsanov theorem, this gives a criteria of existence of strong solutions
to some stochastic differential equations. Indeed, Ustiinel proves in [24] that if such a Iw + u in

invertible, its inverse V is a strong solution to the stochastic differential equation
dV (t) = —u(t) o Vdt + dW (t)

To prove 5.1.2 with the integrability conditions specified above, Ustiinel uses the fact that H-C!
shifts, meaning shifts that are a.s. Fréchet-differentiable on H with a a.s. continuous on H Fréchet
derivative, are a.s. invertible, and that shifts can be approached with H-C"! shifts using the Ornstein-
Uhlenbeck semigroup.

In [10] we give a variational formulation similar as 5.1.2 for diffusions which are solutions of stochastic
differential equations, while lowering the integrability hypothesis on f. This paper also focus on the
invertibility of certain perturbations of the identity that are not affine shifts since the measure
considered is not the same. However, contrary to what Ustiinel does in [25], we do not approach f to
derive invertible shift from those approached functions. We write ]E['%ff] as the Wick exponential of
some v, and then approach v to obtain shifts that generate invertible perturbations of the identity.
Our method relies on the fact that we have a Girsanov-like change of variable formula with the

perturbations of the identity, with relatiowith respect to a particular Brownian motion. It does not
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use any tool that is specific to Gaussian measures.

Two questions arise from this: can this method be applied to other measures, and can invertibility
results be linked to the existence of strong solutions for some stochastic differential equations?
This paper presents a general framework to be able to similarly derive a variational formulation for
—logE,[e~f] for a large class of measures v. We give a set of conditions so that a set of processes
(W™) can act as perturbations of W and allow a Girsanov-like change of variable with respect to a
Brownian motion . At first we want to have a minimal setting to be able to compute the variational

formula, and we just consider the u whose density is a.s. bounded and we prove that
—f . u 1 2
—logE, [e7/] =infE, [foW —|—§|u|H

where the infimum is just taken over the u with a.s. bounded density, thus providing a clearer
description of the infimum. The integrability hypothesis over f remain the same as in the case of a
diffusion. In a second time, we study the possibilities to expand the domain over which the infimum
is taken, for both variational calculus results, mainly concerning the attainability of the infimum,

and invertibility results. Indeed, we prove that once again, W™ is invertible if and only if

1
H(W"v|v) = iE” [|u|§{]

and in case of invertibility its inverse is of the form W". Furthermore, the invertibility of W* can
be related to the existence of strong solutions of stochastic differential equations in certain cases. If
W can be written W + w*, with w* € L°(v, H) having an adapted density, and is invertible, its
inverse W verify

P
AW (1) = — W™ (t) o WPdt + W (1)

We also prove a Prékopa-Leindler theorem on W for the measure v, however the convexity hypothesis
seem very restrictive.

We apply this framework to various examples. First we retrieve the case of the image measure of
a diffusion of [10], and then we study the case of the image measure of a Brownian bridge, a loop
measure, and finally the image measure of a set of diffusing particles. The behaving of diffusing
particles satisfying a differential stochastic system was studied by Cépa and Lepingle in [3], and
Rogers and Shi in [19]. We focus on the case where the stochastic differential system the particles
(Z1, ..., Zy,) verify is of the form

Z1(t) = z1(0)+0Bi(t)+b tZl(s)ds—&-ct-i-V Z
/0 jef1, n}\{l}/ Z(s) - Z4(s)
Zn(t) = 2n(0) + oByu(t +b/ Sds+ct+y Y /7(8)

Je{ln\{n}

2

where (By,...,B,) is a R™valued Brownian motion and ¢ < 27, which guarantee there is no

collision.
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5.2 Framework

Set n € IN*, we denote W = C([0, 1],R™) the canonical Wiener space, H = {fo h(s)ds, h € L*([0, 1])}
the associated Cameron-Martin space and (W (t)) is the coordinate process.
We assume that W is equipped with a probability measure v. The filtration of a process m will be
denoted (F;™), the filtration of W will be simply denoted (F;). Except if stated otherwise, every
filtration considered is completed with respect to v. We denote, for p € R,

LE2(v,H) ={u € LP(v,H), 4 is (Ft) — adapted}
and
D= {ue LY(v,H),uis dv x dt — a.s. bounded }

If m is a martingale and v has a density whose stochastic integral with respect to m is well defined

we will denote )
Omt = / 0(s)dm(s)
0

We also denote the Wick exponential as follow

plone) =exp ([ itamts) ~ 5 [ foeo) dm)(s)
and for p > 0 we denote
Gy(vm) = {u € L2 (v, H), By [p(—bu)] = 1}

We assume there exists a family of processes (W"), . and a v-Brownian motion  which verify the
following conditions:
(i) 8 is a v-Brownian motion whose canonical filtration is identical to the canonical filtration of
(W(#))
(i) Wl =w
(iii) For every u € D, the law of W* under 7" is the same as the law of W under v, where 0" is
defined by 2= = p(—dzu)
(iv) For every u € D,

BoW"=B+u

(v) For every u,v € D,
WHeoW? = WvHeeW" , _ g,

Remark: Clearly D C L°(v,H), so if u € D, E, [p(=dsu)] = 1 and 7" which was defined in
condition (iii) is indeed a probability measure.

Condition (iii) can be written as follow:
Proposition 5.2.1 Set u € D, for every bounded measurable function f, we have:
By [f] =E, [f o W*p(=dpu)]

Next proposition ensures that the compositions written in (iv) and (v) are well defined.
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Proposition 5.2.2 Set u € D, we have

W' ~ v

Proof: Set f € C,(W) bounded and measurable, we have, using proposition 5.2.1

Ewupe [f] = Epu [fo W]
— B, [f o W (~8pu)]
= E,[f]
so W' = .
Since 7" ~ v, we have W*0" ~ W*"v which conclude the proof. 0

5.3 Invertibility results

5.3.1 First results

Definition 5.3.1 A measurable map U : W — W is said to be v-a.s. left-invertible if and only if
Uv < v and there exists a measurable map V : W — W such that V oU = Iy v-a.s.

A measurable map U : W — W is said to be v-a.s. right-invertible if and only if there exists a
measurable map V : W — W such that Vv < v and U oV = Iy v-a.s.

Proposition 5.3.1 Set U,V : W — W measurable maps such that V oU = Iw v-a.s. and Vv < v
Then U oV = Iyw Uv-a.s., so if Uv ~ v, we also have U oV = Iy v-a.s. In that case, we will say

that U is v-a.s. invertible and we also have Vv ~ v.

Proof: There exists A C W such that v(A) = 1 and for every w € A, V o U(w) = w. Consider such

a set A, we have

EUV [1U0V(w):w] v [IUOVOU(w):U(w)]

E
= E, [1U0VOU(w):U(w)1w€A] +E, [1U0V0U(w):U(w)1w¢A]
Eu (10 (w)=0 (w) Lwea]

1

Now assume that U is v-a.s. invertible, set A € F; such that Vv(A) = 0. We have 140V =0 v-a.s.

and since Uv ~ v, we have 14 oV = 0 Uv-a.s. Finally,
V(A) =E,[14] =E, [140V o U]

which concludes the proof. 0

Theorem 5.3.1 Set u € D and assume there ezists a measurable map V : W — W such that
VoW =Iw v-a.s. Denotev=—uoV. Then W¥oV = Iy v-a.5., v €D and V = W? v-a.s.

Moreover, we have

AWy
o = P=9sv)
dW" v

= p(—dpu)

dv
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Proof: Set f € C,(W), we have
By [foV]=E,[foVoW"p(=dsu)] = Ey [fp(—0pu)]

So Vv ~ v and
dVv

dv
Since W"v ~ v, the first assertion comes from proposition 5.3.1.
Clearly v € L°(v, H). Since u € D, there exists n € IN such that dv x dt-a.s.

= p(—0pu)

[a(s, w)| < n

Since Vv <« v, we have dv x dt-a.s.

[o(s, w)| < m

Finally, let us prove that v is adapted. We have r-a.s.
voW'=—-tgoVoW"=-4

hence v o W* is adapted. Set A € L?(dv x dt) an adapted process. We have:

_/01 @(S)A(s)ds}

- =[f B, [9(s)1 ] As)as|

E, | p(—65u) 11’;(5)0W“A(5)0W“d5
e | |

I
=
<

1
= E, p(—55u)/0 E, [0(s)|Fs] o W*A(s) o Whds

So E, [0(s)|Fs] o W* = 0(s) o W*" ds x dv-a.s. which implies E, [0(s)|Fs] = 0(s) ds x dv-a.s. since
W4y ~ v,
We have

WPoW =WuteW" —wo = Iy v—as.

and
V=W 'oW"%oV=W" v—a.s.

Finally, set f € Cp(W),

B [foW"] = Ey[foW"oWp(~5v)]
= E, [fp(=d5v)]
Ey[foW*] = E,[foW’oW"p(=d5u)]
= Ey,[fo(=bpu)]
which gives the final assertion. 0

Remark: Set u € D, W" is v-a.s. invertible if and only if it is v-a.s. left-invertible.
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5.3.2 Entropic characterisation of the invertibility of W"

In this section, we prove that the process W is left invertible if and only if the kinetic energy of

the perturbation u is equal to the relative entropy of W*“v.
Proposition 5.3.2 Set u € D. We have:

HW"v|v) < =E, [[u|}]

N |

Proof: Set g € Cy,(W) and denote L = d‘g:”, we have:

E,[goW"] = E,[gL]
= E,[goW"LoW"p(—bsu)]

Hence L o WUE, [p(—0su)| F{V'] = 1 v-as. and

H(W"v|v)

E, [Llog L]

= Ewu, [log L]

= E,[logLoW"]

~E, [logEy [p(—%u)lflwuﬂ
—E, [log p(—dsu)]

5B [lul3]

IN

IN

The proof gives the following additional result

Corollary 5.3.1 For u € D, we have
LoW"E, {p(—agun flw“} =1
Now comes the criteria:
Theorem 5.3.2 Set u € D, then W is v-a.s. invertible if and only if:
HOV*ulv) = B, [Jul}]

Proof: Assume that the inequality hold. We still denote L = dvg:” and as in last proof we have

r-a.s.
LoW"E, [p(~6pu) FI'*| =1

Using Jensen inequality we have v-a.s.

0 = logLoW"+IloghE, [p(—éaU)lﬂwu]

v

logLoW" +E, {logﬂ(_‘sﬁu”}?}vu}
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and
0 > E,[logLoW" +E, [logp(—dszu)]
> HW ) - 3, [ul}]
=0
So
0 = logLoW"+1ogE, [p(~dsu)| V"]
= logLoW"+E, [log p(—%ﬂ)lﬂwu}
and

logE, [ p(—05u) FI| = B, [log p(~65u) V"]
The strict concavity of the function log gives
E, [ p(=dpu)| FIV| = p(=5u)

Finally we have
LoW"p(—dpu) =1 (5.3.3)

Since f is a v-Brownian motion, there exists v € LO(v, H) such that L = p(—dsv).

We apply the logarithm to 5.3.3 to get:

1 1
0 = dgvoW"+ §|UOWU|H + dpu + §|u|H
We have:
1
dgvo W™ = / 0(s) o W"dB(s) + (vo W, u) g
0
so finally we have:
1
O:(Sﬂ(UOWu+U)+§|UOWu+U|?{ (5.3.4)

According to Girsanov theorem (3 + v is a W*v-Brownian motion, so:

E,[LlogL] = Ewu, [logL]
— By, [— / i(s)aBs) - 2 / 1 |1><s>|2ds}

— 1Ewe [ / 1 |v<s>|2ds}

1
= 5B [lve W]

SovoW™ € L2 (v, H) and we can take the expectation with respect to v in 5.3.4 to obtain u+voW* =

0 v-a.s. which implies v € D. So v-a.s.

WV o WY = Wu+voW“’ _ WO _ IW
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Conversely, assume that W* admits an inverse V and set v = —u o V. According to theorem 5.3.1,
v € D and WY =V v-a.s. Once again, denote L = %:”. We know that L = p(—dgv). Observe
that

logLoW"* = (— /01 0(s)dp(s) — ;/01 1')(3)2ds) oW
— —logp(~dsu)
So finally
HW"v|v) = E,[LlogL]=E,[logLoW"]
= E,[~logp(—dsu)]
= SE[ul}]

The proof gives the following additional result:

Corollary 5.3.2 Set u € D such that W*" is v-a.s. left-invertible, we have
LoW"p(—dpu) =1
The following corollary is an immediate consequence of theorems 5.3.1 and 5.3.2.
Corollary 5.3.3 Set u € D, we have
HW*vly) = B, [ul}]
if and only if there exists v € D such that
W YoW" =W"oW" =Iw v — a.s.
Definition 5.3.2 We define D' as

D' = {u € D,W" is v — a.s. invertible}

5.4 Variational problem

5.4.1 Approximation of absolutely continuous measures

Theorem 5.4.1 If 6 ~ v is such that there exists r > 1 such that
de de

av., ab 1
7 log 7 € L (v)
and 40
log— € L"
og - € L'(v)
there exists (un) € (Di)]N such that,
dW¥ny — dWh¥y dO df
1 —log — in L'
v 5 - dv &y " @)

dW¥ny do do do . 1
7 ogaaaloga mn L (v)
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Proof: Denote

do
L = —
dv
Eventually sequentializing afterward, we have to prove that for any € > 0, there exists u € D' such
that
dw dw
E, v log v_ Lqlog Ly < €
dv dv

dW"v
E, H i log L1 — Lylog L4

-

Step 1 : We approximate L with a density that is both lower-bounded and upper bounded.

The proof is divided in six steps.

Denote
¢n = min(L,n)
Pn
L, =
E, [¢n]

The monotone convergence theorem ensures that E, [¢,] — 1 so for any a € (0, 1), there exists some
ne € IN such that for any n > n,,

E, [¢n] > «

(Lplog Ly,) converges v-a.s. to Llog L and if n > n, and

o o o "
L,logL, = ! 1 on I
L log L ‘ E, [6.] °E, o 2805 T |E, (on] B E, (o] | Lt
< e 11 1 L 1
- Fudfg ] <1 + Og @) Evﬁgn] >1

L
< e '+ llog‘
! a
So the Lebesgue theorem ensures that (L, logL,) converge toward LlogL in L'(v). Similarly,
(Lylog L) converges v-a.s. to Llog L and if n < ng,,

L
|L,log L| < ‘logL’
fe!

and the Lebesgue theorem ensures that (L, log L) converges to L, log L in L'(v), so there exists
ng € IN such that

E, “Lno IOg Lno - LIOgLH < €
]EV HLno IOgL - LlogLH

A

€

(L770+a log Lnot

T4 log 1+aa) converges v-a.s. to Ly, log L,, when a converges to 0. Set a € [0, 1], we have

Ly, +a log Ly, +a

Ly, +a Ly, +a
log
14+a 1+a

1+a l1+a
e M, <1+ [Lng 10g Ly [ 11,51
< e 4 | Ly, log L, |

Ly, +a log Ly, +a

1+a 1+a Lng>1

1z, <1+ ‘

IA
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So the Lebesgue theorem ensures that (L;j’r:a log L;j’r—:a) converges to Ly, log Ly, in L*(v). Simi-

larly, (Lfi:a log L) converges v-a.s. to Ly, log L and

Ly, +a
1+4+a

mw¢s|@m+m%u

and the Lebesgue theorem ensures that (L"O ta log L) converges to Ly, log L in L'(v) and there

14+a
:|§€

L, +a
E, H 10—|—a logL—LnologLH <e

exists a € [0,1] such that

Lno—i—a1 Ly, +a

— L, log L,
T e o10g Ly,

Lnota 56 16th lower-bounded and upper-bounded in L>(v), denote these bounds respectively d and

1+a
]-"t]

D.
w) = ([ atasts) - [ a)Pas)
with o € L0 (v, H).

Also denote
Step 2 : We prove that a € L?(v, H).
Set

Ly, +a
14+a

M(t) =E, {

We write

T, = inf {t € o, 1},/; & (s)|* ds > n}

(T,) is a sequence of stopping times which increases stationarily toward 1. We have, using M =
1+ [, a(s)M(s)dB(s)

tATy,
/ lé(s)]? M(s)2ds]
0

mew4

tATy, 2
/O |d(s)|2ds] < %EV [(M(tATn) - 1)2} < Q(Ddijl)

E, [(M(t/\Tn)—l)Q} = E,

d’E,,

v

SO

E,

hence passing to the limit

muﬁ@%km

Step 3 : we approximate « with an element of L™ (v, H).
Define .
an(t,w) ER X W — / &(s, w)ljo,1,)(s,w)ds
0
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and

MA(t) = exp ( / ()8 (s) 3 / Jan(s)[? ds)

and clearly (M™(1)log M™(1)) converges v-a.s. to M(1)log M(1), (M™(1)log L) converges v-a.s. to
M(1)log L and M™(1) =E, [M(1)| Fr,], so v-a.s.

|M™(1)log M™(1)] < max (e ',|DlogD|)
|[M™(1)logL| < |DloglL|

so the Lebesgue theorem ensures that (M™(1)log M™(1)) converges to M(1)log M (1) in L'(v) and
(M7 log L) converges to My log L in L'(v) and there exists n € IN such that

M) log M™(1) - M(1)log M(1)] < e
|[M™(1)logL — M(1)logL| < €

Step 4 : We approximate o™ with an element of D.
Define "
EM e (tw) €[0,1] x W — / max (min (&"(s,w), m),—m)ds
0

) e ([ st - ;/o

and

gim(s)as)

(M™™(1)log M™™(1)) and (M™™(1)log L) converges respectively to M"™(1)log M™(1) and M™(1) log L

in probability. To prove that (M™™(1)log M™™ (1)) is uniformly integrable, it is sufficient to prove
it is bounded in any L”(v), set p > 1

B, [M™™(D)fF] = E, exp< grm(5)dB(s) — 2 / in(s)as)|
_ E exp< gim(s)ap(s) ~ L - 1 gin(s)[ s ) exp (p22‘ P / in(s)as)|
< E, eXp< pEmTm (s (8)**/ ’pﬁ’”" S)‘QdS) exp <p22_pn>}

IN

o (L5 2n)

o (M™™(1)log M™™(1)) converges to M™(1)log M™(1) in L'(v). Furthermore, set p such that
—1 4 -1
p+r— =1

B, [[M™™(1)log L — M"(1)log L|] < [M™™(1) = M"(1)[ 5,y [log L

— 0

Lr(v)

and there exists some m > 0 such that

E, [|M"™ (1) log M™™ (1) — M"(1) log M" (1)]]
E, [|M™™ (1) log L — M (1) log L|

IN
m

AN
o
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Step 5 : we approximate ™™ with a retarded shift.
For n > 0 set
V1t w) € [0,1] X W = £ (t — ) (w) sy

wity =esp ([ s -3 [ ol as)

We have for any n > 0, dv X ds-a.s.,

[77(s)] < m
ie. yTe€D.
Similarly as before (N7(1)log N"(1)) converges in probability to M™™ (1) log M™™ (1) and (N"(1))
is bounded in every LP(v) hence (N"(1)log N"(1)) is uniformly integrable and converges in L!(v)
to M™™ (1) log M™™(1)

Furthermore, using Holder inequality, we have
E, [[N7(1)log L — M™™(1)log L|] < [N"(1) = M™™(1)| L, [log L]+ (,,)

where 1%4—%:1.

Consequently there exists > 0 such that

E,[|[N"(1)log N"(1) — M™™(1)log M™™(1)]] < ¢
E,[IN"(1)logL — M™™(1)log L|]] < e
using triangular inequality, we have
E,[|[LlogL — N"(1)logN"(1)]] < E,[|[LlogL — Ly, log Ly,|]
+E, [ Ly, log Ly, — Lf:_—:a log L;:_—l;a }
+E, H Lfo_:raa log Lf:—tza — M"(1)log M”(l)H

+E, [|[M"(1)log M™ (1) — M™™ (1) log M™™ (1)]]
+E, [[M™™(1) log M™™ (1) = N"(1) log N"(1)]]
He

Ey, [[Llog L — N"(1)log L] < E,[|LlogL — Ly, log L|]

IN

L,, +a
+E, [ Ly, log L — f”_’_alogLH
L, +a
E, |22 "% 00 1, — M™(1)log L
+ H1+a og (1) log H

+E, [|[M"(1)log L — M™™(1)log L|]
+E, [[M™™(1)log L — N"(1) log L|]
< Be

Step 6 : We prove that W~7" is v-a.s. left-invertible and is the solution to our problem.
Set A C W such that v(A) = 1 and for every w € A, BoW 7" (w) = B(w) —+"(w) and set wy,wy € A
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such that W=7"(w;) = W=7 (wy). We have

BoW ™ (wi) = BoW " (wy)
B(wl)—/ov."(&wl)ds = B(wg)—/o (s, w3)ds

For any s € [0,7], B(s,w1) = B(s,w2), ¥" being adapted to filtration (ff_n), it implies that for
s € [0,2n]

/ 1 (r, wy)ds z/ 1 (1, we)ds
0 0
and
B(s,w1) = B(s,w2)
An easy iteration shows that S(w;1) = B(w2).
Since 8 and W have the same filtrations, and § is v-a.s. path-continuous, we can write W (t) =
#:(B(s),s € [0,t] N Q) v-a.s. for every t € [0,1], with ¢ a measurable function from R?Q to R,

see [16]. Consequently, we can write (W (t),t € [0,1]NQ) = ¢ (B(t),t € [0,1] N Q) v-a.s., with ¢ a
measurable function from RQ to RQ. Denote

A =An{weW,(W(tw),te0,1]NQ)=¢(B(t,w),te[0,1]NQ)}
v(A") = 1. Set wy,wy € A’ such that W (wy) = W=7" (w3). We have f(w;) = S(wz) so

(W(t’wl)vt € [07 1} N Q)
(wl(t)7t € [07 1] N Q)

(W(t,wa),t €[0,1]NQ)
(wQ(t)at € [07 1] N Q)

wy and wq are continuous and coincide on [0,1] N Q so they are equal.
W—"" is v-a.s. injective and so v-a.s. left-invertible, its inverse is of the form W*" with v" € D and

we have )
AWy
dv

— 7
=L

n
So WY v ~ v and

n —~" —~" n
WP oW™" =W oW" v —a.s.

5.4.2 Main theorem

As stated in the beginning, we aim to provide a variational representation of —logE, [e*f } . This

first result is from [25]:

Theorem 5.4.2 Set f: W — R a measurable function verifying

E, [[f[1+e )] <oo
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Denote P the set of probability measures on (W, F) which are absolutely continuous with respect to
v, then

—10gE, [e~'] = inf (Bg[f] + H(0|v))

inf
0eP

and the unique supremum is attained at the measure

dby =

Proposition 5.4.1 Set f: W — R a measurable function verifying E, [|f|(1+ e¢~f)] < oo, then
1
— —-f < i u Z 1012
logE, [e7/] < Jg%EV [foW + 2|u|H}
Proof: Set u € D
ClogBy [e7] < Ewe, [f] + HW blp)

1
E, [foW“ + 2|u|?q}

Here is the main result.

Theorem 5.4.3 Set p > 1 and f € LP(v) such that E, [(|f| + 1)e~/] < oo, then we have

L
—logE, [e7/] = inf E, |foW" + =|ul?
ogEy 7] = inf E, | foW"+ Fluly|

Proof: Using proposition 5.4.1, we have easily

o
—logE, [e77] < inf E, WY+ —|ul|?
ogEy [e7'] < nf By | foW" + 5 uli

Let 6y be the measure on W defined by

d90:E

According to theorem 5.4.1, there exists (u,) € D? such that for every n € IN

dWhiny dWiny . @1 %
dv 8 dv dv 8 dv
AWy dby | db

dv o8 dv - dv 8 dv

in L'(v).

Since WU» is p-a.s. invertible, we have

1 Un Un Un
El/ |:f0Wu" + 2|Un|%_1:| :EV |:de V:l —|—]E,V |:dW 14 dW V:|

1
dv dv 8 dv

When n goes to infinity, we have

E, dWh¥ny log dWhiny E, %
dv dv

lo %
dv gdz/
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and since f = —log C%’ —logE, [e‘f],

E, {deZ"”} S E, {ffm

So finally, when n goes to infinity,
1
E, [ fow™ + Slulh] > B 7]+ H(Gol)
= —logE, [e_f}

which conclude the proof. 0

5.4.3 Retrieving the Prékopa-Leindler theorem
Definition 5.4.1 We denote
H, = {h € H, hisdl — as. bounded}
Remark: Observe that H, C D and that if u € D, u(w) € Hy, v-a.s.
Theorem 5.4.4 Assume that for any u € D,
W (w) = W) (w) v — a.s.

Set a,b,c : W — R positive and measurable such that for every h,k € Hy, and t € [0,1] we have

v-a.s.

) 1 t 1 1—t
aOWth+(17t)k exp (2 |th 4 (1 o t)k|2H> 2 (bO Wh exp <2 |h|il>) (CO Wk exp <2 k|§_1>)

then for any density d such that h € Hy — —logd o W" is v-a.s. concave, if @ denotes the measure
on W given by g—g =d, we have in R:

Eg [a] > (B [b])" (Eq [d])' ™
Proof: First observe that eventually replacing a,b,c with da, db, dc we only need to prove the case
d=1lie 0=v
With the convention log(oo) = oo and log(0) = —oo, we denote
a= —loga,l;: —logb,c = —logc
We begin with the case where there exists m, M > 0 such that we have v-a.s.
m<a,bé<M

Set t € [0, 1], for h, k € Hy, we have v-a.s.

1
a0 Wth-‘r(l—t)k exp (—2 |th/ + (1 - t)k|§{)

1 t 1 1—t
> (bo W exp (—2 |h|§1>) <co WFexp (—2 |k|§1>)
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So for uy,uy € D

1
a o Wit=huz exp (2 [tuy + (1 — t)u2|§1>

1 ¢ 1 1—t
> (b o W' exp (—2 |u1|§1>) (c o W2 exp (-2 |u2i1>>

hence applying the logarithm function , changing the sign and taking the expectation
1
~ w1 2 _ w, 1 2
<tE, [bo W™ +§|u1|H + (1 —-¢t)E, |[coW"2 +§|UQ|H
So
. ~ u 1 2 7 u 1 2 ~ u 1 2
inf E, |aoW"+ —|ulz | <tE, [bo W™ + —ui|y | + (1 —)E, [¢o W™ + — |ualy
u€D? 2 2 2
According to theorem 5.4.3 we have
_ - 1 1
—logE, [e™"] < (E, [b oW + 3 |U1|i1} + (1 -tE, {5 o W*2 + B |U2i1}
which implies
—a 7 u 1 2 . ~ v 1 2
—logE, [e7®] < {tE, [boW™ +§|u1|H +(1—1) 1%f_IEV coW +§|U|H
oD
- 1 .
=, w4 Flull] - 0 - 0logE, [

which implies once again

A

_ - 1 .
—logE, [e7%] < ingl (tEl, [b oW" + 3 vi}) — (1 —t)logE, [e~°]
veD*
= —tlogE, [e_ﬂ —(1—-1t)logE, [e_a]
taking the opposite and applying the exponential, we get

E (o] > (B [e]) @ )

For the general case, denote for n € IN and m € IN*

For every h,k € Hy, we have v-a.s.:
Gy © WHFTA=E 4 % th 4 (1 — t)k|?, < thym o W + % W2 + (1 = £)Enm o WF + % k|,
so the bounded case we treated above ensures that
E, [e7*] > (B, [e—f)nm])t (E, [e=em]) '

The monotone limit theorem enables us to take the limit with relation to m and then to take it

again with respect to n to get the result. 0
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5.5 Extension of the map v +— W"

5.5.1 Extension of the map u — W*" for invertibility results

Invertibility results can give stochastic differential equations solutions in certain cases, so it can be

useful to extend these results to a larger domain.

Definition 5.5.1 Set D a subset of Go(v, ) such that the map u — W™ can be extended to D while
verifying the following conditions:
(i) D C D C Go(v, B)
(ii) For every u € D, W* is adapted.
(iii) For every u € 15, the law of W under 0* is the same as the law of W under v, where 0" is
defined by % = p(—~5g u)
(iv) For every u € D,
BoW" =B +u

(v) For every u,v € D such that v +wo W? € D

Who WV = WvrteeW" , _ q.s.

(vi) There exists D such that D ¢ D C LO(v, H), D = D N Go(v, B) and for every u € D such that

the equation u +v o W™ has a solution in Go(v, ), this equation has a solution in D.
Proposition 5.5.1 Set u € ﬁ, for every bounded measurable f : W — R
Ey [f] = E, [f o W"p(—0pu)]

Moreover

W4y ~ v
Proof: The proof is the same as the case u € D, see section 5.2. O

Remark: D verify the set of conditions above.

Theorem 5.5.1 For every u € DN L?(v,H), we have
u 1
HOV*ulo) < B, [Juf}]

and the three following propositions are equivalent:
1)H(WYv|v) = %IEND [|u|§{]
2)there exists v € D such that

WhoW?=W"oW"=Iwv —a.s.

AWy
dW?®v

3) W* is v-a.s. left-invertible
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Proof: Set u € D, we prove that H(W"v|v) < 3E, [|u|%] exactly as in proposition 5.3.2

For the second assertion, we prove (1) = (2) first. Exactly as in the proof of theorem 5.3.2, we

obtain

LoW'p(—bsu) =1 (5.5.5)

Since f is a v-Brownian motion, there exists v € Go(v, 8) such that L = p(—dgv).
We apply the exponential to 5.5.5 to get:

1
0 = odpvoW"+ i\voW“\% + dpu + |ul%
We have:
1
dpvoW* = / 0(s) o W dB(s) + (vo W™, u)p
0

so finally we have:
1
0:6g(v0W“+u)+§|v0W"+u|?{ (5.5.6)

According to Girsanov theorem § + v is a W"v-Brownian motion, so:

E,[LlogL] = Ewu, [logL]
— Eww [— / i(e)ds(s) - & / 1 |v<s>|2ds}

= gEwn [ 1 i(6) s

1
= 3B loowi3]

SovoW" € L2(v, H) and we can take the expectation with respect to v in 5.5.6 to obtain u+voW"* =

0 v-a.s. Condition (vi) gives the existence of & € D such that v-a.s.
u+voW"=0

We have v = 0 W¥p-a.s. so v = ¥ v-a.s. since W%v ~ v, which implies v € D and condition (iv)

gives v-a.s.
WY oW = IW
Proposition 5.3.1 gives v-a.s.
WY o WY = [W
Finally, set f € Cy(W),
E,[foW"] = E,[foW"oW"s(~55v)]
= E,[fp(=0pv)]
By [foW"] = E,[foW"oW"p(—dsu)]
= B, [fo(=bpu)]
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which gives

dWhy
dW?vvy

(2) = (3) is immediate. Now we prove (3) = (1). We still denote L = dvg;”.
Assume that W* admits a left inverse V. Set v = —uo V.

We have v-a.s.

voW" = —u
and
Ewen |3 oo prascoe) = Bv (L o rdscoe) = 1
sov € LY(W'y, H) and v € L°(v, H) since W¥v ~ v.
Now set 9" = max(n, min(v, —n)), ©" o W* is adapted. Set A € L?(dt x dv) an adapted process, we
have:

E, {p(—éﬁu) /01 0" (s) o W™ A(s) o W“ds} = E, :/01 @”(S)A(s)ds}

=1 ", [5() F(5)] Als)as|

- 1
= E, p(fégu)/o E, [0"(s)| F(s)] o W™ A(s) o W"ds

So E, [0™(s)| F(s)]oW™ = 0™(s)oW™ ds x dv-a.s. which implies E,, [0"(s)| F(s)] = 9™ (s) ds x dv-a.s.
since W"v ~ v.

An algebraic calculation gives v-a.s.
p(—d5v) o W¥p(—dgu) =1
Now set g € Cy(W,R,), we have:
E, [gL] = E,[goW"]
= E,[goW¥p(=b5v) o W"p(=bpu)]

E, [9p(=dpv)]
So L < p(—év) v-a.s. and since E, [p(—dzv)] = 1, we have

LoW"p(—dgu) =1
and we can compute H(W"v|v):

H(W"v|v)

E,[Llog L]

= E,[logLoW"]
1

= SEul

As in section 5.3.2, the proof of theorem 5.5.1 give the following additional results.
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Corollary 5.5.1 Set u € D, we have
LoW'E, | p(~dsu)] IIW“} =1
and if WY is v-a.s. left-invertible, we have
LoW"p(—dpu) =1

In certain cases invertibility results lead to the existence of a strong solutions of stochastic differential

equations.
Theorem 5.5.2 Assume that for every u € 25, we can write V-a.s.
W = Iy + w"

with w* € LY(v, H).
Set u € 15,
w 1
H(W"v|v) = §EV [|u|§{]

if and only if there exists v € D such that W* is a strong solution to

A
AW (t) = — w™ (t) o W¥dt + dW (t)

Proof: Assume that H(W"v|v) = 1E, [|u|%}] , according to theorem 5.5.1, there exists v € D such
that v-a.s.
WloW" =W o W"=W
Since W* = W + w", we have
W'+ wh oW’ =W

and W7 is a strong solution to

A
AWP(t) = —w™ (t) o WPdt + dW (%)

Conversely, assume the existence of v € D such W" is a strong solution to

A
AW (t) = — W™ (t) o WPdt + dW (¢)

We have W* oWV = Iy v-a.s., and WY oW*" = Iy, WVv-a.s. Since W"v ~ v, we can conclude with
theorem 5.5.1. J

5.5.2 Extension of the map u — W" for variational calculus

Theorem 5.5.3 For every measurable function f: W — R such that E, [(|f| + 1)e™/] < co and
1
—logE, [e7/] = inf E, WY 4 ~|ul?
ogE, [e77] ¥ {fo + 2“|H]

we have

_ . w1
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Proof: For u € DN L2(v, H), we have

—logE, [e™] < Ewe, [f] + HW"v|v)
< B [fow+ jluf]
So
~logky [eff] = ueﬁmiggf(u,H) B {f oW ;|U%}
<

1
inf ]EI/ wu - 2
ulenDi {f ° + 2 |U|H}

O

Theorem 5.5.4 Set f : W — R a measurable function verifying E, [|f\(1 + 67f)] < o0, then if

there exists some u € D N L2(v, H) such that W* is v-a.s. left-invertible and %:” = ﬁf‘f], then
we have )
—logE, [e*f] = _inf E, [f oW + |u|§l]
wEDNL2 (v, H) 2
Proof: Since W" is v-a.s. left invertible and that dvg:” = ﬁf”. We have

%Ey [lul}] = HW"v|v) =E, {E,,e[eif] og (Eue[eiﬂ)]

and
1 e/ e ! e
E, W"+ —|uly| = E, 1
7o gl e e (5]
= —logE, [e_f]
and we conclude the proof with last proposition. 0

Theorem 5.5.5 Set f: W — R a measurable function such that

1
—logE, [e_f] = _inf E, [f oW + |u|%1]
weDNLE (v, H) 2
Denote this infimum J.. It is attained at u € DN L2(v, H) if and only if W is v-a.s. left-invertible
and aw'y _ e~ f
dv 7 E,[e ]

Proof: The direct implication is given by last theorem. Conversely, if W* is not v-a.s. left-invertible,
H(W*"v|v) < 1B, [Jul3] and

—logE, [e™f] = inf (Eo[f] + H(O|v)) < _inf Ewoey [f] + HWv|v)
oeP aeDNL2 (v, H)
< By [f) + HW'lp)
1
< E, [fo W+ 2|u|%[}
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which is a contradiction.

We get d‘g:” = L by uniqueness of the minimizing measure of infgcp (Eg[f] + H(0|v)).

5.6 Examples

In this section we discuss several examples that fit into the framework we elaborated. Each time,
we prove that the conditions of section 5.2 and definition 5.5.1 are satisfied. This ensures that
every result from section 5.2 to 5.5 apply, except theorems 5.4.4 and 5.5.2 which require additional

hypothesis. We also discuss whether these theorems apply or not.

5.6.1 Diffusion

Set m < d € IN* such that m+d =n, ce R, 0 : R™ — M,, 4(R) and b : R™ — R™ bounded and
lipschitz functions. ¢; will denote the i-th column of ¢. Notice that every matrix will be identified
with its canonical linear operator. Set (£2, 60, (G;)) a probability space, V a #-Brownian motion on {2

with values in R?. Set Y a R™-valued strong solution of the stochastic differential equation:

Y(t)=c+ /0 o (Y (s))dV () + /O b(Y (5))ds

n (9,0, (Gt), B). The hypothesis on o and b ensure the existence and uniqueness of Y if we impose
its paths to be continuous.
We denote p1 the Wiener measure on C([0, 1], R?) and pX the image measure of Y.
We define the processes X and B on W by:

X)) : (w,w') €W w(t) e R™
B(t) : (w,w') €W w/(t) e R?

Proposition 5.6.1 Under pu* x p, the law of X is pX, B is a Brownian motion and they are
independent. There exists 0,7 such that if we define Bx as

By = / 0(X (s))dM(s) + / (X (s))dB(s)

0

Bx is a pX x p-Brownian motion and pX X p-a.s.

X = c+/0'a(X(s))d5X(s) +/' b(X (s))ds

0

Proof: See [10]. U

This construction of Sx is taken from [18].

Definition 5.6.1 We denote
X= (Xa 63&)
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and p* its image measure.

X is a u* path-continuous strong solution of the stochastic differential equation
X= c+ fo (X (s))dBx(s) + fo b(X (s))ds

For u € Go(p*,Bx), set B4 = B+ u and X* the p*-a.s. path-continuous strong solution of the

stochastic differential equation
XU:H/O'U(XM(S))dﬁg(sH/O' b(X"(s))ds
Finally, we denote
X = (X" Bx+u)

Theorem 5.6.1 (W, 1=, Bx, (X“)uep) verify the conditions of section 5.2. (W, Lay BX, (X“)ueGD(MXﬁX))
verify the conditions of definition 5.5.1.

Proof: See [10]. 0

Corollary 5.6.1 It is clear that for every u € D, we clearly have ji*-a.s.
X (w) = XU (1)
so theorem 5.4.4 applies.
Corollary 5.6.2 Assume that o € R, then theorem 5.5.2 applies. Set u € Go(u™, Bx) and denote
~
wy (1) = (a(t) + b(X* (1)) — b(X(¢)), u(t))

We have p*-a.s.
X" = Iy + wyg
s0
HOK ) = B, [Jul}]
if and only if there exists v € Go(u™, Bx) such that XV is a strong solution to the stochastic differential

equation:

A
AXV(t) = — w (t)dt o X" + dW (t)

5.6.2 Brownian bridge

We still denote p the Wiener measure on W. Set a € IR", we denote pu, the measure on W such

that for any bounded measurable function f we have

Eu, [f] =K, [fIW1 = d]

e can also be defined as follow : let &, be the Dirac measure in a, £,(W7) is a positive Wiener

distributions hence it defines a Radon measure v, on W, then

1 n
a— | 5 Vg
s 2

We recall the definition of a Brownian bridge:
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Definition 5.6.2 Set (2,3, Q) a probability space. An a-Brownian bridge X under a probability Q is
a path-continuous Gaussian process such that Eq [X (t)] = at and cov(X(s), X(t)) = ((s At) — st) I4

Proposition 5.6.2 W is an a-Brownian bridge under p,, and the process B, defined as
t J—
Bo(t) = W (t) —at+/ %S“Sds
0 _

is a Brownian motion under u, and the filtrations of B, and W completed with respect to p, are

equal. Moreover, we have

W(t) = at + (1 —t)/t dBa(s)

o l1l—s

Proof: Tt is easy to verify that the process Z given by Z(t) = W(t) + at — tW; is an a-Brownian

bridge under p and is independent of Wj. If f is a bounded continuous function on W, we have

E [f(2)] = Eulf(2)Wy =d
= B V)W =
= E,[f[W1=d]
= Eu. [f]
= Eu [f(W)]

So W is indeed an a-Brownian bridge under p,.
Now consider the process X given by

1-t¢

t
Xit)=1-t)W () + at
It is easy again to verify that X is a Brownian bridge under . Now consider

M is a continuous martingale under u and

tods t
(M;, Mj) (t) = 65 CA—se Oij T

So the Dubins-Schwartz theorem ensures that M and W (=) have the same distribution under p,
so X and X have the same distribution, where X is given by

X(t) = (1—t)/0 dIVV_(Z)-i-at
= W(t)/ot)z(ls)__swsdwat

the last equality coming from Ito’s formula.
W is a Brownian motion under p and the law of (X, W) under y is the same as the law of (W, 34)
under 1, 50 (B4(t),t € [0,1)) is a Brownian motion under fi,.
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We recall that the filtrations we are considering are all completed with respect to u,. From the

expression of f3,, we have clearly for any t € [0, 1),
Flec 7Y

Furthermore, s — 2 being lipschitz on any [0, ¢] with ¢ < 1, W is the strong solution of a stochastic

differential equation relative to 3, and we have for any ¢t < 1,

RV cF
W being p4-a.s. path continuous, we have
Ur"=#"
t<1

On the other hand, since (8,(t),t € [0,1)) is a Brownian motion, ({8,) (t),t € [0,1)) is bounded by
1, so B,(t) converges piq-a.s. and in L?(p4, R™). Denote 8,(1) the limit, for s € [0,1) we have

Cov(Ba(s). Ba(t)) = lim Cou(Ba(s), Bu(t)) = s A

So
U 7 =7
t<1
(Ba(t),t € [0,1]) is a pg-Brownian motion and 8, and W have the same filtration. U

The following remark will be useful in next section.
Remark: For a € R and t € [0, 1], we have u,-a.s.

t
W, —
Balt) =Wt+/ “ s
0 175

Definition 5.6.3 For u € Go(pa, fa), we denote 8% = B, + u.

Proposition 5.6.3 Set u € Go(ita, Ba), then there exists a unique pq-a.s. path continuous process
W such that

t U _
W) = BU(t) +at—/ Wals) —as
0 1-s
Furthermore, we have

Wi(t) = atJr(l—t)/O dfg_(z)

W(t) + /0 t (u(s)— /0 ’ f“idr) ds

Proof: Set u € Go(a, Ba), for t < 1, straight calculation gives

at+(1—t)/0td1ﬂg_(z) :W+/Ot (u(s)—/osld(j)rdr>d3
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Define W} on [0,1) as

WE(t) = at + (1 — t) /1t dB:(s)

o 1—s

The Ito formula gives

Wk(s) —as

W () = () + at — / a

T ﬁ being lipschitz on every [0,t] for ¢ < 1, the uq-a.s. pathwise uniqueness is true on every
[0,t], hence on [0, 1).

It remains to prove that there is no explosion in 1. Set i the measure on W defined by

ds

1—s

dpyt
= p(—§
i p(—dp,u)

Since u € Go(tha, Ba), it is clear that the law of W under ¥ is the same as the law of W, under p,
SO

iy (lim sup |W3(t)| = oo> = llqg <lim sup |We(t)| = oo> =0
t—1 t—1
flg ~ Ha SO
L (Hmsup |[We(t)| = oo) =0
t—1

O

Theorem 5.6.2 (W, 114, 8o, (W) uep) verify the conditions of section 5.2. (W, ta, Ba, (WY)
verify the conditions of definition 5.5.1.

u€Go(Ha 75@))

Proof: We have W) = W and f3, is a ji,-Brownian motion. Now we just have to verify the conditions

of definition 5.5.1 since those imply conditions (iii) to (v) of section 5.2.
(i), (ii) and (iii) are clear, so is (vi) taking D = Gj.

Set u € Go(ita, Ba), we have

YW (s) —as

Bao Wit) = (W(t) —at+ | .

ds) oWy

Wi (s) — as

t
= Wf(t)—at—i—/o al—s
= Bi()

so condition (iv) is verified. Now set v € Go(pa, Ba) such that v +uwo WY € Go(pa, Ba), we have
o [ U
W(t) + u(s) — dr | ds) oW,
0 0 1—r
t S - v
= Wl(t) +/ (u(s) oWy — / u(r)OVVadr) ds
0 0 1—7r
¢ s - . v
_ W(t)+/ (@(s)+u(s)owg—/ v(r)+u(r)oW(r)dr>ds
0 0

1—r

ds

WE(t) o WY

— Wv+uoW:

which gives condition (v). U
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Corollary 5.6.3 It is clear that for every u € D, we clearly have piq-a.s.
W (w) = Wt (w)
so theorem 5.4.4 applies.

Corollary 5.6.4 Theorem 5.5.2 applies. Set u € Ga(fia, Ba), we have pg-a.s.
. t .
W = Iy +/ at) —/ US) o
0

0 1-s

SO

1
H(W;! ttalta) = 5B, [lulf]

if and only if there exists v € Go(pa, Ba) such that WP is a strong solution to the stochastic differential

equation:

AW (t) = — (u(t) - /Ot f(_s)sds> dt o WP + dW ()

5.6.3 Loop measure

We keep the notations of last section. Denote
S={aeR" |al =1}
and set a : S — R alocally lipschitz function such that {z, a(z) # 0} is of strictly positive measure

/Sa(a)da =1

We define the measure v; as follow: for any bounded measurable function f on W, we set

Edﬂ=éa@mdﬂm

for the Lebesgue measure on S and

For more on loop measures, see Fang’s work in [6].

Definition 5.6.4 We denote

_ . 1 \? — | —af?
ha : (t,x) € [0, 1) x R"™ +— (7‘((1—t>> exp <2(1—t)>
h:(t,x) € [0,1) xR" — / ala)hy(t, z)da
s
Proposition 5.6.4 Set a € R" and t € [0,1), then

dita
dp

= ha(t7 Wt)
F¥

Proof: For convenience we consider the case n = 1, the general proof is the same. Every F}V
measurable f: W — R is a function of W (. A t), hence of 8,(. At). Bu(. At) is a Brownian motion
on [0,¢] under u,. Now denote fi the probability measure on W given by
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According to Girsanov theorem, f3,(. At) is also a Brownian motion under i and

_ du‘
o iy

YW(s) —a 1 [t (W(s)—a\’
= o (‘ /0 o, W3 /0 (1_> ds
Finally, Ito formula gives

(wal— t))é e (M) =P <‘ / ) - 3/ <W1(3> ds)

dfia
dp

Proposition 5.6.5 Sett € [0,1), we have

dv

@ = h(t, Wt)

FW

Proof: Set C € F}V, Fubini-Tonelli theorem gives
E,[1c] = /a(a)Eﬂa [1c] da
s
= / a(a)E, [1ch.(t, W (t))] da
s

= &, [tc [ a@ha(t. W)
= E,[1ch(t,W(t))]

Proposition 5.6.6 Define

t

Wi W)
o h(s,W(s))

where h’ designates the partial derivative of h with respect to .

Prp(t) = W(t) -

Then By, is a v; Brownian motion and the filtration of W and i, completed with respect to v, are

equal.

Proof: Notice that every filtration we consider here is completed with respect to v;. The fact
that (Bi,(t),t € [0,1)) is a v-Brownian motion is direct consequence of proposition 5.6.4 and the
expression of 3y, gives that for £ > 1,

FrcFY

On the other hand, for ¢ < 1 since s — };L/((;’;)) is lipschitz on [0,¢] and x — 2/((;’;':)) is lipschitz on

{z € R",|z| < k} for any k > 0 so W is the strong solution of a stochastic differential equation
relative to (5;, and
Fc R
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W being ug-a.s. path continuous, we have

Ur"=#"

t<1

On the other hand, since (8;,(t),t € [0,1)) is a Brownian motion, ((85,) (¢),¢ € [0,1)) is bounded by
1, s0 Bio(t) converges j,-a.s. and in L?(v;, R™). Denote £;,(1) the limit, for s € [0,1) we have

Cov(B(s): fuo(t)) = lim Cov(Bio(s), Bio(t)) = s AT

and finally
U ]:tﬁzo _ ]:1510
t<1
(Bio(t),t € ]0,1]) is a v-Brownian motion and 5, and W have the same filtrations. U

Definition 5.6.5 For u € Go(v;, 81,), we denote By = Bip + u.

Proposition 5.6.7 Set u € Go(v, B1o), then there exists a unique vi-a.s. path continuous process
W such that

"I (s, Wi (s))

o B Wi ()

Wip(t) = 81y, (1) +

Proof: Set t < 1, since s — };;((57;?)) is lipschitz on [0,¢] for any ¢t < 1 and z ~ ’;L/((;’;)) is lips-

chitz on {x € R",|z| < k} for any k > 0, there exists a unique yj-a.s. path-continuous process
(W, ue[0,1)) such that for any t < 1,

Wi () = B (t) + /0 mds

It remains to prove that there is no explosion in 1. Set 7' the measure on W defined by

dv}
Tm = p(—dp,,u)

Since u € Go(v1, B1o), it is clear that the law of Wy, under v} is the same as the law of W;, under v,
SO

v <1im sup |Wf;)(t)| = oo> =y (lim sup |Wi,,(t)| = oo) =0
t—1 t—1
vt~ so

1/l<hmsup|Vle |* )O
t

Theorem 5.6.3 (W, V1, Bip, (W;;)uep) verify the conditions of section 5.2.

(W, Vi, Blos (VV;;) ) verify the conditions of definition 5.5.1.

u€Go(v1,B10)
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Proof: We have VVI% = W and f;;, is a v;-Brownian motion. Now we just have to verify the conditions
of definition 5.5.1 since those imply conditions (iii) to (v) of section 5.2.

(i), (ii) and (iii) are clear, so is (vi) taking D = Gy.
Set u € Go(v, Bio), we have

Bip o Wi(t) = (W(”_/o (s, W(s))
(

|
-

so condition (iv) is verified. Now set v € Go(v, B10) such that v+ uwo WY € Go(v, Bio), we have

Wi (t) oWy, = (Bluo(t) +/0 mds> oWy,

= Bio(t) +u(t) +u(t)o ;‘)’Jr/o (s, Wig(s))

W W (s) ©

W oW and WUH4W" are both y-a.s. path continuous so the uniqueness result in proposition
5.6.7 gives v-a.s.
W% o W = W’u-l—uOW”

and condition (v) is verified. U

Corollary 5.6.5 It is clear that for every u € D, we clearly have v;-a.s.
Wi (w) = Wi, (w)

so theorem 5.4.4 applies.

Corollary 5.6.6 Theorem 5.5.2 applies. Set u € Ga(vy, Bio), we have vi-a.s.

dt

v (e MWD W)
Wiy =W+ L0+ 5 )
H(Winln) = 5By, [Jul}]

if and only if there exists v € Go(vy, Bio) such that W} is a strong solution to the stochastic differential

equation:
v W(EWE®) W (W)
AW (t) = — (u(t)+ h(t,W;g(f)) TRt W ()

) dt o W, + dW (t)

5.6.4 Diffusing particles without collision

Set 0, b,0,v € R such that
o® < 2y

The proof of the following theorem can be found in [19] or [3].
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Theorem 5.6.4 Set (2,0, (G,)) a filtered probability space, (z1(0), ..., 2,(0)) € R™ and B = (Bx, ..., By)
a R™-valued 0-Brownian motion. We consider the following stochastic differential system:

Z1(t) = z1(0)+0Bi(t)+b tZl(s)ds—&—ct—i—y Z e
/0 FISERS n}\{l}/ (s)
Zn(t) = 2,(0) 4 0By(t +b/ syds+ct+y Y /75)

Je{l-ni\{n}

under the condition that 0-a.s. for every t € [0, 00)
Z1(t) < ... < Z,(1)

This system admits a unique strong solution on (2,0, (Gt), B) and the first collision time is 0-a.s.

equal to co.

Consider (£, 60, (G;)) a filtered probability space, (z1(0), ...,2,(0)) € R® and B = (B, ..., B,) a R"-
valued #-Brownian motion, and Z the strong solution of the stochastic differential system of theorem
5.6.4. Denote v,, = Z the image measure of Z. For 1 <14 < n, denote W1, ..., W, the coordinates of
W and define

Mi(t):Wi(t)fzi(O)—b/o Wi(s)ds —ct—y > /W ®)

]E{L 7”}\{}
and
M = (M, ..., M,)
M is a local martingale and
(M;, My)(t) = ot

Define

ﬁpa = ;M

Levy theorem clearly ensures that 3 is a vp,-Brownian motion and we clearly have for every 1 <14 < n,

Wi(t) = 2i(0) + 0 Bpa,i(t +b/W s +ct+y Y /W—W(S)
]6{11 ’n}\{}

For u € Go(Vpa, Bpe) denote
;a = Bpa +u

and v, the probability measure given by

dv

P2 (—8s u

dl/pa p( 517‘1 )
According to Girsanov theorem, 8, + u is a Brownian motion under vy, , so according to theorem
5.6.4, there exists a unique vj,-a.s. continuous process Wy, = (W, 1,..., W}, ) such that v}, -a.s.

forevery 1 <i<n

Wit o) = 2:(0) + 0B +b/ v sttty 3

Je{l, o\ (i }/ Wpai(s) = Wpa3(5)
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and vy, -a.s. for every t € [0,1]
pa,1 (8) < oo S WG (1)

pa,l pa,n

Since vy, ~ Vpa, W i Vpg-a.s. continuous and vpg-a.s. for every 1 <i <n

Wiai(t) = #(0) + o550t +b/ RO R /W
Je{1,...,n}\{¢} paz

paJ (5)

and vp.-a.s. for every t € [0, 1]
Wia1(t) < o Wi (1)

pa,n

Theorem 5.6.5 (W Vpas Bpas ( pa)uep) verify the conditions of section 5.2.
(W Vpa, Bpas ( P“)ueGo( 8 )) verify the conditions of definition 5.5.1.
VpasPpa

Proof: (i), (ii), (iil) and (vi) are clear. Set u € Go(Vpq, Bpa), & straight calculation gives v,4-a.s.

/BpaOW

p(l

hence (iv).
Now we prove condition (v). Set u,v € Go(Vpa, Bpa) such that v +uo Wy, € Go(Vpa, Bpa), We have

Vpg-a.S.
Wa,i(t) o Wi,
= 2z(0)
+ | @ (Bpa,i(t) + u(t) er/ pai(8)ds +ct 4y /th ds _ oW,
jef1,...n\{i} 70 pa, z( ) — Wpa,j( 5)
- (O)+U(paz()+u OWU +b/ pai(8) o Wo,ds + ct
+ / ds
jell,..., n}\{ } Wai(s) o Wi, — Wi, i(s) o W,
= Zi(o)‘FUﬂ:;?OW +b/ pai(8) 0 W ds + ct
+ / ds
s, n}\{ y S0 Wiai(s) o Wia = Wi 5 (s) o Wik,
so the uniqueness of theorem 5.6.4 gives vpq-a.s.
Wi o Wy = W "
UJ

Corollary 5.6.7 It is clear that for every u € D, we clearly have vpq-a.s.
Wi (w) = Wpd™) (w)

so theorem 5.4.4 applies.
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Corollary 5.6.8 Theorem 5.5.2 applies. Set u € G2(Vpa, Bpa), for i € {1,...,n}, define

. 1 1
Whe ) = @it £ O (W) = WD)+ 3 ( : @ WO, )
je{1,...,n\ {3} Wiai(t) = Wi ;@) Wi(t) — W;(t)

pa,i pa,j

We have vpq-a.s.

W;fa = Iw+ w;fa

SO

“ 1
H(WpaVPCL'VPG) = §Eypa [|U|§{]

if and only if there exists v € Go(Vpa, Bpa) such that Wy, is a strong solution to the stochastic
differential system:
—_
AWpa 1(t) = wp, 1(t)dt o Wy, + dW (1)

pa,l

—_
AW, () = Wl o (t)dt o W, + dW, (1)

pa,n



Chapter 6

Variational calculus on Wiener
space with respect to conditional

expectations

We give a variational formulation for —logE, [e‘f|}'t] for a large class of measures v. We give a
refined entropic characterization of the invertibility of some perturbations of the identity. We also
discuss the attainability of the infimum in the variational formulation and obtain a Prékopa-Leindler

theorem for conditional expectations.

Keywords: Wiener space, variational formulation, entropy, invertibility, Brownian bridge, loop mea-

sure, diffusing particles, conditional expectation, Prékopa-Leindler theorem

6.1 Introduction

Denote W the space of continuous functions from [0,1] to R™ and H the associated canonical
Cameron-Martin space of elements of W which admit a density in L?. Also denote p the Wiener
measure, W the coordinate process, and (F;) the canonical filtration of W completed with respect
to u. W is a Brownian motion under p. Set f a bounded from above measurable function from W
to R. In [5], Dupuis and Ellis prove that

—logE, [e™] :iréf(Eg [f1+H@Ow)) (6.1.1)

where the infimum is taken over the probability measures 8§ on W which are absolutely continuous
with respect to p and the relative entropy H(6|u) is equal to E,, [% log %} . In [1], Boué and Dupuis

use it to derive the variational formulation
1 1
—logE, [eff] =infE, [fo (W +u)+ 5/ u(s)st] (6.1.2)
u 0

99
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where the infimum is taken over L? functions from W to H whose density is adapted to (F;). This
variational formulation is useful to derive large deviation asymptotics as Laplace principles for small
noise diffusions for instance. This result was later extended by Budhiraja and Dupuis to Hilbert-
space-valued Brownian motions in [2], and then by Zhang to abstract Wiener space in [27], using
the framework developed by Ustiinel and Zakai in [21].
The Prékopa-Leindler theorem first formulation was given by Prékopa in [17] and arose in stochastic
programming where a lot of non-linear optimization problems require concavity. In [8], Huu Hariya
uses the variational formulation to retrieve a Prékopa-Leindler theorem for Wiener space, similar to
the formulation of Ustiinel in [7] with log-concave measures. Other functional inequalities can be
derived from 6.1.2, see for instance Lehec in [15].
The bounded from above hypothesis in 6.1.2 was weakened significantly by Ustiinel in [25], it was
replaced with the condition

E. [ fe=! ] < o0

and the existence of conjugate integers p and q such that
ferLP(p),e e L)

These relaxed hypothesis pave the way to new applications. The possibility of using unbounded
functions is primordial in Dabrowski’s application of 6.1.2 to free entropy in [4].

Ustiinel’s approach is routed in the study of the perturbations of the identity of W, which is the co-
ordinate process, and their invertibility. The question of the invertibility of an adapted perturbation
of the identity is linked to the representability of measures and was put to light by the celebrated
example of Tsirelson [20]. Ustiinel proved that if u € L2 (1, H) and its density is adapted, Iy + u is

p-a.s. invertible if and only if

H((Fo + u)ulu) = 3, [Juf}]

To prove 6.1.2 with the integrability conditions specified above, Ustiinel uses the fact that H-C!
shifts, meaning shifts that are a.s. Fréchet-differentiable on H with a p-a.s. continuous on H Fréchet
derivative, are a.s. invertible, and that shifts can be approached with H-C" shifts using the Ornstein-
Uhlenbeck semigroup.

In [10] we give a variational formulation similar as 6.1.2 for diffusions solutions of stochastic differ-
ential equations, while lowering the integrability hypothesis on f.

In [11] we present a general framework to be able to similarly derive a variational formulation for
—logE,[e~f] for a large class of measures v, without increasing the integrability hypothesis on f.
We give a set of conditions so that a set of processes (WW*) can act as perturbations of W and allow
a Girsanov-like change of variable with respect to a Brownian motion 8. We write E[ec%,ff] as the
Wick exponential of some v, and then approach v to obtain invertible perturbations of the identity.

Hyndman and Wang proved in [13] that

—logE, [e™/| F] = inf <E9 [f|F:] + Eg [log ji‘ ]—"t]> (6.1.3)

where the infimum is taken over the probability measures # which are absolutely continuous with
respect to p and verify E, {%Lﬁ} = 1. They link it to forward-backward stochastic differential

equations and apply it to various pricing problems for zero-coupon bonds.



Framework 101

The relation 6.1.3, obtained for a deterministic time t, is very similar to 6.1.1 so three questions
arise naturally: can we obtain a relation similar to 6.1.2 for the conditional expectation, can we
extend it to other measures with the framework we developed in our third paper, and finally are
these relations still valid if we substitute t with a stopping time 77 Our paper answers affirmatively

to these three questions. We keep the notations from our [11] and we prove that

i%f (EU [fIF:] +E, {d@ log Zi‘ .7-'4) (6.1.4)

—logE, [e*f| .FT] 7

—logE, [e~/| F;]

1
inf E, [f oW + §|u|§{

ﬁ} (6.1.5)

In 6.1.4 we assume that E, [ fe } < 0o and the infimum is taken over the probability measures 6
on W which are absolutely continuous with respect to v and such that E, [g—g\ft] = 1. In 6.1.5,
the infimum is taken over the u from W to H, with adapted density, which are in L? and such that
li<-u(t) = 0, and we assume that E, [fe*f} < oo and that there exists two conjugate integers p
and q such that f € LP(v) and e~/ € L(v). Observe that we had to increase the integrability
hypothesis on f from what we had for the non-conditional case. In fact the integrability hypothesis
on f here are the same as in [25]. Finally, we discuss the attainability of the infimum in 6.1.5 and
we obtain a analog of Prékopa-Leindler type theorem for the conditional expectation with respect

to p. However, similarly as in [11], the convexity hypothesis seem quite restrictive.

6.2 Framework

Set n € IN*, we denote W = C([0, 1], R™) the canonical Wiener space, H = {fo h(s)ds, he L?([0,1])
the associated Cameron-Martin space and W is the coordinate process. We denote (F%) its filtration.
Set T a stopping time.
We assume that W is equipped with a probability measure v. For p > 0, we denote

LP(v,H) ={u e LP(v,H),uis (F) — adapted}

and
D= {ue LY(v,H),uis dv x dt — a.s. bounded }

For ¢ € [0,1], we define
7 u€ L2(v, H) — / h(s)1s<sds
0

Similarly, we define
m o we LO(v, H) /0 () 1y<rds
I—m : uwellw,H) /O hi(s)1 s ds
Notice that

D C D
(I-7)D C D
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and define

D,={U-m)D
The filtration of a process m will be denoted (F;™), the filtration of W will be simply denoted (F%).
Except if stated otherwise, every filtration considered is completed with respect to v. If m is a

martingale and v has a density whose stochastic integral with respect to m is well defined we will
denote

Omv = /01 0(s)dm(s)

We also denote the Wick exponential as follow

p(6t) = exp ( [ stsrames) — 5 [ 1ot d<m><s>)
and for p > 0 we denote
Gp(v,m) ={u € Lt (v,H),E, [p(—0mu)] = 1}

We assume there exists a family of adapted processes (W*"), 5 and a v-Brownian motion 3 which
verify the following conditions:
(i) B is a v-Brownian motion whose canonical filtration is identical to the canonical filtration of W
(i) Wo=w
(iii) For every u € D, the law of W* under 7" is the same as the law of W under v, where 0" is
defined by % = p(—dgu)
(iv) For every u € D,

BoW" =B +u

(v) For every u,v € D,
Who WY = WvreeW” , _ g,

(vi) For every u € D
(W¥(sAT),s<1)=W""(sAT),s<1)

Remark: Clearly D C L°(v,H), so if u € D, E, [p(—dsu)] = 1 and #* which was defined in
condition (iii) is indeed a probability measure.

Condition (iii) can be written as follow:
Proposition 6.2.1 Set u € D, for every bounded measurable function f, we have:
Ey [f] =E, [f o W*p(=dpu)]
Next proposition ensures that the compositions written in (iv) and (v) are well defined.

Proposition 6.2.2 Set u € D, we have

W'y ~ v
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Proof: Set f € C,(W) bounded and measurable, we have, using proposition 6.2.1

Ewupu [f] = Epu[f o W]
= E,[foW"p(=dpu)]
= E,[f]
so W' = .
Since U ~ v, we have W¥0 ~ W"v which conclude the proof. 0

Definition 6.2.1 Set D a subset of Go(v, B) such that the map u € D — W™ can be extended to D
while verifying the following conditions.
(i) D C D C Gy(v, B)
(ii) For any u € D, W* is adapted.
(#ii) For every u € 25, the law of W* under v" is the same as the law of W under v, where 0" is
defined by % = p(—dpv)
(iv) For every u € D,
BoW"=B+u

(v) For every u,v € D such that v +wo W? € D

v
Who WV = WvrteeW" , _ q.s.

(vi) There exists D such that D" C D C LO(v, H), D = DN Gy(v, B) and for every u € D such that
the equation v + v o W* has a solution in Go(v, 8), this equation has a solution in D.
(vii) For every u € D such that w u € D,

(Wh(sAT),s<1)=W""(sAT),s<1)

Remark: D verify the set of condition above.

Proposition 6.2.3 Set u € D. For every bounded measurable function f, we have
E, [f]=Ey, [fo W*p(=0pu)]

Furthermore,

Why ~ v
Proof: The first assertion is condition (iii). The proof of the second assertion is the same as the
case u € D. 0
Definition 6.2.2 We define D as

D, =DN(I —=,)L2v, H)
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6.3 Conditional expectation results
We need the abstract Bayes formula for a stopping time:

Lemma 6.3.1 Set 0 a probability measure on (W, F) such that § < v . Denote

de
L=—
dv
For every measurable f: W — R we have
£ B [fLIF]
]E T e re——
U= A

Proof: We can assume { is positive. Denote for s € [0, 1]
L(s) = E, [L|F]
The martingale stopping theorem gives
L(r) = Ey [L|F]
Set A € F,, we need to prove that
E, [LaL(7)Eq [f|F7]] = Ey, [1aE, [fL|F7]]
We have

E, 1aL(T)Eg [f|F+]] = E,. [LaL(7)Eg [f|F/]]
= Eg [1aEq [f|F-]]
= Eg[1aEq [f|F/]
Eg [1af]
= E,[1afL]
E, [L1AE, [fL|F-]]

Proposition 6.3.1 Set u € D and f € L°(v) an F,-measurable function. Then v-a.s.
foW"=foWT"
Consequently, if u € ZST, we have v-a.s.
fowt =7
Proof: For s € [0,1], we have

Bls)o W™ = Bls)+uls)
B(s) + mus)
= Bls)owm
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Consequently, for h € H
p(8smsh) o W* = p(égmsh) o W7

and
p(0gmrh) o W = p(dgmr-h) o WTTH
Denote

L*(v, F,) = {f € L*(v), f is F. — measurable}

(p(dpmsh), s € [0,1]) being a closed martingale, we have
E, [p(3sh)IF] = p(Ssm,)

Since 8 and W have the same filtration, the vector space generated by {p(dgh),h € H} is dense
in L2(v). g € L*(v) — E, [g|F,] being a continuous surjection from L?(v) to L?(v, F,), the vector
space generated by {p(dsm-h),h € H} is dense in L?(v, F,). We denote E this vector space.
Assume that f is bounded, there exists (f,) € E™ which converges to f v-a.s. Since W%v < v and
Wby L v, (fn o W*) converges v-a.s. to fo W and (f, o W™") converges v-a.s. to fo W%
which ensures the result in this case

Finally, if f is only supposed to be F,-measurable, there exists a sequence of bounded F.-measurable

functions which converges to f and we proceed as above. 0

Proposition 6.3.2 Set L a density on (W, v, F) such that L > 0 v-a.s. Denote,
M(s) =E, [L|Fs]

and set v € LY (v, H) such that
M(s) = p(—63m20)

Then the two following propositions are equivalent:
(i) mrv = 0 v-a.s.
(i) E, [L|F-] =1 v-a.s.

Proof: The direct implication is trivial. Conversely, M is a martingale with unit expectation and
since s
M(s)=1 +/ M(r)o(r)dB(r)
0
We have )
-1 = [ ()i ar
0

Proposition(ii) gives (M(s A7) —1,s<1) =0 v-a.s.,s0 (M —-1)(sA7),s<1)=0v-as,L >0
so v-a.s. M(s) > 0 for any s € [0, 1] and we have proposition (i). ]
Lemma 6.3.2 Setu € 57 and denote L = dvg%. We have

E, [L |]:‘r] =1
Consequently, for any f € L' (W%v), we have

]EW“V [f|f7'] :Eu[foWu|-7:7‘] :Eu[fL|fT]
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Proof: Set B € F,, we have
E, [].BL] =E, [13 o Wu] =E, [13 ¢} Wﬂ—Tu] =E, []-B]

Then the second assertion is a direct consequence of Bayes formula. 0

6.4 Invertibility results

Definition 6.4.1 A measurable map U : W — W is said to be v-a.s. left-invertible if and only if
Uv < v and there exists a measurable map V : W — W such that V oU = Iy v-a.s.

A measurable map U : W — W is said to be v-a.s. right-invertible if and only if there exists a
measurable map V : W — W such that Vv < v and U oV = Iy v-a.s.

Proposition 6.4.1 Set U,V : W — W measurable maps such that V oU = Iy v-a.s. and Vv < v
Then U oV = Iyw Uv-a.s., so if Uv ~ v, we also have U oV = Iy v-a.s. In that case, we will say

that U is v-a.s. invertible and we also have Vv ~ v.

Proof: See [11]. O

Proposition 6.4.2 Set u € D, NL2(v,H). If W is v-a.s. left-invertible. Then there exists v € D,
such that v-a.s.

WY oW"=W"o W = Iy

and
dWy
dW"v

Proof: Everything is already known from [11] except the fact that m,v = 0. This arises from the
relation
0(s) = —u(s) o W"

Now we recall two very useful lemmas, see [11] for the proof

Lemma 6.4.1 Set u € DN L2(v, H) and denote L = d‘gj”, we have v-a.s.

LoW'E, [p(—agu) ‘ﬂW“} —1

Theorem 6.4.1 Set u € DN L2(v,H) and denote L = d‘g:”. Then W* is v-a.s. left-invertible if

and only if
1
E,[LlogL] = §EV Uuﬁq]

Moreover, if W* is v-a.s. left-invertible, we have v-a.s.

LoW"p(—égu) =1
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Now we give the results relative to the invertibility of W* when m,u = 0.

Proposition 6.4.3 Set u € D, N L2(v,H) and denote L = dvg:”. We have v-a.s.:

1
E, [Llog L|F:] < SEy [ful} | 7]
Proof: We have (W"(s A 7)),y = (W(sAT)),<, hence
Fr=FV" crA"

Consequently, using lemma 6.4.1 and Jensen inequality, we have:

E,[LlogL|F;] = E,[logLoW"|F,]
< -E, [loglEV [p(—dﬁU) ‘Flwu} ‘ ff}
< -E, [Ey [logp(—égu) ‘flwu} .7:7}
< -E, [logp(=dpu) |F;]
< 5B [l 7]

O

Theorem 6.4.2 Set u € D, N L2(v, H) and denote L = %. Then W*" is v-a.s. left-invertible,

if and only if v-a.s.
1
E, [Llog L|F;] = SR, [ul?; |F- ]

Proof: Assume that the equality holds, taking the expectation we have
1
E, [LlogL] = SE, [ul%]

so according to theorem 6.4.1 W*" is v-a.s. left invertible.

Conversely, using again theorem 6.4.1, we have
LoW"p(—égu) =1
So, since m,u = 0,

E,[LlogL|F;] = E,[logLoW"|F;]

= E,[-logp(—dpu)|F:]
1
§E,, [|U|%{ |-7:'r]

Definition 6.4.2 We denote

D' = {u€D,W"isv— a.s. invertible}
D = D,ND’
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6.5 Approximation of absolutely continuous measures

Theorem 6.5.1 If 6 ~ v is such that there exists p > 1 such that

do

Wocp
5, W)
and v-a.s.
de
E, | 2| F | =1
[l
There exists (un) € (’Di)]N such that,
AWy do
& P
W W in LP(v)

Proof: Eventually sequentializing afterward, we have to prove that for any € > 0, there exists u € D
such that

AWy B ﬁ
dv dv

Lr(v)

The proof is divided in six steps.

Step 1 : We approximate % with a density that is both lower and upper bounded.
Denote
db
L =E, | — s
0 =% | 5| 7]
and for n € IN,

T, =inf{s €[0,1], L(s) > n}

L(1) = % and L being a closed martingale, L% (.) is still a closed martingale which converges in L!
to L(T,) =E, [L(1) | Fr, ], so

E, [L(T)|F:] = B, [LT(1)]F]
= LT (1)
= Lt ATy)
= E, [L(1)[Fra, ]
= By [Ey, [L(1) |F7 ]| Frar, ]
= 1

Furthermore, since L is a closed martingale, (E, [L(1) |F7,]), ey is also a closed martingale so is

uniformly integrable. (L(T},)) converges to Ly v-a.s. and Jensen inequality gives
0 < L(T,)" = Ey [L(1) | Fr, " < Ey [L(1)" | Fr, |

So (L(T},)P) is uniformly integrable and (L(7},)) converges in L?(v) to L(1), so there exists ng € IN
such that
|L(Th,) — L(l)\Lr(u) e
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(W) converges v-a.s. to L(T,,,) when a converges to 0. Set a € [0, 1], we have
L(T,,) +a
0< ) T8 o pep Y4
< KXl o 1)
L(T,,)+1 € LP(v) so according to the Lebesgue theorem, (W) converges to L(T,,) in L”(v)
and there exists a € [0, 1] such that
LT,) +a _ L(T,,) <e
1+a Lr(v)
L(Tl"fo(?ﬂ is both lower-bounded and upper-bounded in L (v), denote these bounds respectively d
and D.
Denote
L(T,,) +a
M) =, [ X0

We can write

M = exp </0 &(r)dB(r) — %/0 la(r)|? dr)

with a € (I — 7, )L2(v, H) since

E, Lz, |F] +a

B, [M(1)|F,] = ==

=1

Step 2 : we prove that o € (I — 7,)L2(v, H)
Set

S, = inf{s e, 1],/08 () dr > n}

(Sy) is a sequence of stopping times which increases stationarily toward 1. We have, using M =

L+ [g &(r) M (r)dB(r)

E, (M(s/\Sn)—l)2] = E,

SASh
/ |a<r>|2M<r>2dr]
0

/Os/\Sn |d(r)|2 dr]

SAS, Z
/0 |o'¢(r)|2d7"] < %Eu [(M(s A Sn) = 1)2} =< Z(Ddi;l)

E, Uol |o'z(r)2dr] < oo

Step 3 : We approximate a with an element of (I — w.)LS°(v, H).
Define

Y

d’E,,

SO

hence passing to the limit

a™(s,w) € 0,1] x W »—)/ a(r,w)l,s,(r, w)dr
0
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and

a™ e (I—n;)L>®(v,H) and M"(1) =E, [M(1) |Fs, ] so (M"™(1))nen is a closed martingale since M

is one, hence it converges v-a.s. to M (1) and it is uniformly integrable. Jensen inequality gives
0<[M™(D)f <E, [M(1)|Fs, " <E, [M(1)"|Fs, ]

So (|M™(1)|") is uniformly integrable and (M™(1)) converges to M (1) in LP(v). Consequently, there
exists n € IN such that

[M™(1) = M(D)[py < €

Step 4 : we approximate o™ with an element of D,
Define .
&M (s,w) € 10,1] x W — / max (min (&" (r,w), m), —m) dr
0

wrns) = exp ([ erimasts) - 5 [ feineo|ar)

&m™" € D, and (M™™(1)) and converges to M™(1) in probability. To prove that ((M™™(1)P) is
uniformly integrable, it is sufficient to prove that (M™™(1)) is bounded in every L4 (v) with ¢ > 1.

Set ¢ > 1
(a [ eimisrase) -4 [ feimisf as)]
_ E, exp( / (s db’()—2/ im)[[as)oxw (T3 [ Jeimeo)”as)]
o [t o 4)en(553)
exp( n>

o (M™™(1),m € IN) converges to M{" in LP(v) and there exists some m > 0 such that

and

E, [|M7™] = IEV exp

IA
&=
<

IN

|Mn’m(1)_Mn(1)|Lp(u) < €

Step 5 : We approximate €™ with a retarded shift 4", so that W7" is v-a.s. invertible.
For a given n > 0, set

Y'(s,w) € [0,1] x W / gnm(r —n)l,s,ds
0

i) = e ([T mas - g [ o ar)

and
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Clearly v7 € D, and 47 — £%™ in L?*(v, H) when n — 0, which ensures that (N"7(1),n > 0)
converges to M™™(1) in probability.
As in step 4, (N"(1),n > 0) is bounded in every L9(v) and so (N"(1)?,n > 0) is uniformly integrable
and (N7(1),n > 0) converges to M™™(1) in L”(v). There exists n > 0 such that

INT(1) = M™™ (D) ppy < €

Using triangular inequality, we have

de do L(T,
— — N"(1) < == = L(Tn,) Jr‘L(Tno)(O)HL
dv Lr(v) dv Lo (v) 1+4+a Lr(v)
LT,
)
14+a Lr(v)
+ M (1) = M™™ (1) Loy
+[M™™(1) = Nﬂ(1)|Lp(y)
< be

Step 6 : We prove that W~7" is v-a.s. left-invertible and is the solution to our problem.
Set A € W such that v(A) = 1 and for every w € A, BoW ™" (w) = B(w) —+"(w) and set wy, ws € A
such that W="(w;) = W= (wy). We have

6 o W_’Y"I (wl) — 6 ° W—’yn (w2)

Blwn) — [ s wds = flw)— [ r(s,wa)ds

0 0
For any s € [0,7], B(s,w1) = B(s,w2), ¥" being adapted to filtration (}f*n)’ it implies that for
s € [0, 2n]

/ Y1 (r,wy)ds = / A1 (7, we)ds
0 0

and
18(57 wl) = /8(87 w2)
An easy iteration shows that 8(w;) = B(ws).

Since § and W have the same filtrations and f is p-a.s. path-continuous, we can write W(t) =
#:(B(s),s € [0,t] N Q) v-a.s. for every t € [0,1], with ¢; a measurable function from R? to R,
see [16]. Consequently, we can write (W (t),t € [0,1]NQ) = ¢ (B(t),t € [0,1] N Q) v-a.s., with ¢ a
measurable function from R? to R2. Denote

A'=An{w e W, (W(tw),te[0,1]NQ) = ¢(B(t,w),t€[0,1]NQ)}
v(A") = 1. Set wy,wy € A’ such that W (wy) = W~7" (w3). We have (w;) = S(wz) so

(W(t,wy),t €[0,1]NQ)
(wi(t),t €[0,1]NQ)

(W (t,wy),t €[0,1]NQ)
(w2(t)ﬂt € [07 1] N Q)

wy and we are continuous and coincide on [0, 1] N Q so they are equal.
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W=7" is v-a.s. injective and so v-a.s. left-invertible, its inverse is of the form W*", with v € D,
and we have
dWw*" v
dv

— rmn
_Ll’

So W¥"'v ~ v and

n —~" —~" n
WY o W™ =W oWY v —a.s.

Corollary 6.5.1 If 6 ~ v is such that there exists q,p > 1 such that p~* + ¢! =1 and

Z—i e LP(v)
logj—i e Liv)
and v-a.s.
SCEE
there exists (up) € (Di)]N such that

dv log dv

dWhny
Ey { dv

E, { dWunry dWury

df df
.7-}} — E, Llylog dy‘ .7-'7} vV —a.s.

do

do
i log dy‘ ]-'T} vV —a.s.

logde‘}}} — EV{
dv

Proof: From theorem 6.5.1, there exists (u,) € (’Di)]N such that for every n,

dWtny db
= in L"
dv - av " ¥)
This implies
dWiry dWtny dé do
1 —log — in L'
dv 8 dv - dv ©8 av " ®)

Holder inequality gives

db
og E

dv Ogdz/_a

ch“”u1 dg db do

log — _
8 dv dv dv

‘ dW¥ vy df

L(v) Lr(v) La(v)

- 0

The corresponding conditional expectations converges similarly in L!(v) since E,, [.|F,] is a bounded
operator with norm 1 in L!(v). Finally we can extract a subsequence of (u,,) to get the two desired

almost sure convergences. 0
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6.6 Variational problem
As stated in the beginning, we aim to provide a variational representation of —logE, [e‘f | fT].
Definition 6.6.1 We denote P, the set of probability measures 6 on (W, F) such that
0 ~ v
do

e #]5] -
Theorem 6.6.1 Set f: W — R a measurable function verifying

E, [|fl(1+e )] < oo

Then "
—logE, [e f| F.] = inf E log — | F. —a.s.
ogE, [e7 /| F/] nf g[f+ ogdy‘]-"] v—a.s

and the unique infimum is attained at the measure

e—f
T E A
Proof: Set 6§ € P., denote
L(s) = Z—i -

L(7r) =1 v-a.s. since 6 € P, so using the Bayes formula:
[ L1
logE, [e*f|]-"7] = logk, ef()‘ .7-"7}

L(1)
]

[ _+L(7)
= loglEy _e fL(l)

]

= logEy

[ et
i)

Jensen inequality gives

log By [ < By [~ log <
_ P < — PR
octs | 7r5|7] < B |- 5] 7]

< Ko [fl}-r] + Eq [1OgL(1)|]:T]

< Eo[f|F7] + Eo [log L(1)| 7]
A straightforward calculation gives

de
Eg, {f + log d—; ]-'T} = —logE, [e_f\}}]

and the reverse inequality. 0

Proposition 6.6.1 Set f: W — R a measurable function verifying E, [|f|(1+ e¢~f)] < oo, then

—logE, [e*” fT] < inf E, {f oW + %|u|%, ]-'T] vV —a.s.

w€D,NL2 (v,H)
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Proof: Denote P, the set of the elements S of P, such that there exists some u € ﬁT which verifies
S =Whp.
Set 6 € P, and denote L = g—ﬁ. Since E, [L|F;] = 1, we have using Bayes formula

Eq [f|]:7'] = E, [fL|]:'r]
= E,[foW"F]
Eg [log L|F,] = E,[LlogL|F;]
1
< SE [Jul?| F-]

So since P. C P,, we have

do
—logE, [e=f inf (E Eg | log —
ogE, [e7/| F] QIEDPT( ol fIF+] + e[ogdy‘fTD

IN

. do
it (B 0171+ o [1og 37| 7]

IN

1
_inf E, {foW“ﬁLuﬁ{
uw€D,NL2(v,H) 2

]

Here is the main result.

Theorem 6.6.2 Set f : W — R measurable and p,q > 1 such that p~* +q~t =1 and f € LP(v),
e~t € LI(v), then we have

—logE, [e*f| Fr] = uieani E, [f oW 4 %|u|§q

.7:7} vV —a.s.
Proof: The inequality

—logE, [e /| F;] < uienpfi E, [f oW + %|u|%[

g

is an easy consequence of proposition 6.6.1. Let 8y be the measure on W defined by

According to corollary 6.5.1, there exists (u,) € (DX )IN such that v-a.s.

T

dby dby
.FT:| HEV |:dylogdy

dby . db
ﬁ} —E, {Ologo

dv log dv

E, { AWy dbo

E, [ dWry = dW¥ry

]

log

dv dv dv dv

]

Uq . . . .
Denote L, = "% since W is v-a.s. invertible, we have

1
E, [foW“" + §|un|§1

]:T:| - ]El/ [Ln|]:‘r] + ]EV [L” log L"“FT]
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When n goes to infinity, we have v-a.s.

dby dby
L,logL, E, log —
E, [Lylog L, |Fr] — [du g ]-"T]
and since f = —log 9 d‘go —logE, [e‘f| ]:T}, v-a.s.
de
E, [fL.|F] — E, {fo ]-'T]
dv
So finally, when n goes to infinity, v-a.s.
u 1 d00 d@o
B, | fow s+ sl 7| o Ea 145, | GR0s G| 7]
= —logE, [e_f‘ ]:T]
which conclude the proof. 0

Theorem 6.6.3 Set f : W — R a measurable function verifying E, [|f|(1+e~7)] < oo, then if
-f

there exists some u € Dy N L2(v,H) such that W" is v-a.s. left-invertible and dvg:” = Eu[:_f‘ﬁ] ,
then we have
1
—logE, [e”/|F.] = _ inf E, {foW"+|u|%, ]—"T] v —a.s.
weD,NL2 (v, H) 2
Proof: Since W*" is v-a.s. left invertible and that dvg:” =g [:_f‘f 7 We have
“E, [[ul%| F] =E R Y F.
v LT "By [e /| F] E, [ef| F;]
and
1 et e f et
E, W+ Z|ul4| Fr| = E, 1 F-
oW+ 5| 7 e s (s e 7
= —logE, [ f’]‘}]
and we conclude the proof with proposition 6.6.1. O

Theorem 6.6.4 Set f: W — R a measurable function such that

1
—logE, [e*-q Fr] = inf E, | foW"+ =|ul%
weD,NL2 (v, H) 2

]:T] vV —a.s.

Denote this infimum J,. It is attained at u € D, NL2(v, H) if and only if W is v-a.s. left-invertible

AW v __ e 7
and dv T Eyle F|F;]"

Proof: Denote L = dvg:”. The direct implication is given by last theorem. Conversely, if W* is
not v-a.s. left-invertible, E, [Llog L|F,] < 3E, [|ul%| F;] and
dwe awe
—logE,,[e_f’fr] < _inf E, [fOW“—&— Vlog Y
€D, NL2 (v, H) dv dv
< E,[foW"+ Llog L| F,]

]

]

A

1
E, [foW“+2IUI%r
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which is a contradiction.
We get L = IE[:%;IF] by uniqueness of the minimizing measure of infgep Eg [ f +log 2| F.]. O

6.7 Prékopa-Leindler theorem for conditional expectations
Definition 6.7.1 We denote
Hy, = {h € H,iz is dt — a.s. bounded}
Remark: Observe that H, C D and that if u € D, u(w) € Hy, v-as.
Theorem 6.7.1 Assume that for any u € D,
W(w) = W) (w) v — a.s.

Set t € [0,1]. Set a,b,c: W — R positive and measurable such that for every h,k € H and s € [0,1]

we have v-a.s.

s 1-s
1 1 1
aoWsh+(1=9)k expy (—2 [sh+ (1 — s)kﬁq) > (b o Whexp (—2 |h|§1)> (co W exp (—2 |k|§{)>

then for any density d such that h € Hy, + —logd o W" is v-a.s. concave and B, [d|F,] =1, if 0

denotes the measure on W given by % = d, we have in R:
Eg [a|F;] > (Eg [b|F7))" (Bo [c|F])' "

Proof: First observe that eventually replacing a,b,c with da, db, dc and using Bayes formula we only

need to prove the case d =11ie. § =v

With the convention log(co) = oo and log(0) = —oo, we denote
a=—loga,b=—logh,é= —logc
We begin with the case where there exists m, M > 0 such that we have v-a.s.
m<a,b,é <M

Set s € [0,1] for h,k € H, we have

1
ao W3h+(1_s)k exp (—2 ‘Sh + (]- - S)k|§’1)

1 s 1 1-s
> (bo W exp (—2 |h?{>> (co W exp (—2 |k:|?{>)

, 1
ao Wemt=s)uz oy (—2 |sur + (1 — s)u2|iI>

1 s 1 1—s
> (bo W exp (—2 |hil)> <co WFexp (—2 |k‘|§1>)

So for uy,ug € D
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hence applying the logarithm function, changing the sign and taking the conditional expectation

relative to F, we obtain

1
E, {a o Wett(=s)uz 4 3 lsur + (1 - s)uzli’ fT]

~ 1
< sk, {boW“1+2|u1|if

1
.7-"7] +(1-s)E, {Eo w2 4 3 usa|%

]-"T}
So

1
inf E, [aoW"+ = |ul}
ulen'Di v |:ao + 2|U|H

g

~ 1
<sE, [bOVVu1 + 3 |U1|i1

1
.7-"7} +(1-s)E, |:EOW“2 +35 |usl3

]—"T]
According to theorem 6.6.2 we have

—logE, [e™[F;] < sE, [Bowul + % Jual

1
.7:7] +(1-s)E, [éo w2 4 3 |u2|i1‘ ]:T}

which implies

IA

_1OgEu[eia‘}—T] sE, [EOWUI+;|U1|§{

]

1 9
1—5) inf E, |éoW? + =
+( «9)@16%i {CO +5 vy

]

. 1
= sE, [bowul t3 Jua |7

.7-}} —(1-3s)logE, [6_5} ]:T]
which implies once again

—logE, [e™%| F;]

IN

]

r 1 ,
inf E, |[boW" + =
Svlean, L ° + 2 |U|H

—(1—s)logE, [e_a| Fr|

= —slogE, e ]-'T} —(1-s9)logE, [6_5‘ Fr]

taking the opposite and applying the exponential, we get
B, [ 7] > (B [ 7]) @ [ 7))

For the general case, denote for n € IN and m € IN*

For every h,k € H, we have v-a.s.:
1 - 1 1
Gm © W AT 4 = sh (1= s)h[y < sbum o W + 2 [Bly + (1= 8)enm o W + o [kl
so the bounded case we treated above ensures that

B, [e | 7] 2 (B, [e 0| 7]) (B [eom] 7))

The monotone limit theorem enables us to take the limit with relation to m and then to take it

again with respect to n to get the result. 0
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6.8 Examples

In this section we discuss several examples that fit into the framework we elaborated. Each time,
we prove that the conditions of section 6.2 and definition 6.2.1 are satisfied, which ensure that every
result from section 6.2 to 6.7 apply. We also discuss weather theorem 6.7.1 applies or not. See [10]
for the omitted proofs concerning the diffusion, [11] for the omitted proofs concerning the other

examples.

6.8.1 Diffusion

Set m <d € IN* such that m+d =n, ce R, 0 : R™ — M,, 4(R) and b : R™ — R™ bounded and
lipschitz functions. ¢; will denote the i-th column of o. Notice that every matrix will be identified
with its canonical linear operator. Set (£2, 6, (G;)) a probability space, V a #-Brownian motion on {2

with values in R%. Set Y a R™-valued strong solution of the stochastic differential equation:

Y(t):c+/0 U(Y(s))dV(s)+/0 b(Y (s))ds

n (£2,60,(G;), B). The hypothesis on o and b ensure the existence and uniqueness of Y if we impose
its paths to be continuous.
We denote u the Wiener measure on C([0, 1], R%) and pX the measure on C([0, 1], R™) the image
measure of Y.
We define the processes X and B on W by:
X)) : (w,w')eWr—w(t) e R™
B(t) : (w,w') €W w'(t) € RY

Proposition 6.8.1 Under X x p, the law of X is uX, B is a Brownian motion and they are
independent. There exists 8,1 such that if we define Px as

By = / 0(X (s))dM () + / (X (s))dB(s)

0

Bx is a wX x p-Brownian motion and pX X p-a.s.

X:c+/0' o (X (8))dBx (s /b

This construction of fx is taken from [18].

Definition 6.8.1 We denote
X = (Xa BX)

and p* its image measure.
X is a i path-continuous strong solution of the stochastic differential equation

X = c+ [;o(X(s)dBx(s) + [;b(X
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For u € Go(p*, Bx), set By = B+ u and X" the pwX-a.s. path-continuous strong solution of the

stochastic differential equation
Xuzc+/0'a(xu(s))d5§(s)+/o' b(X"(s))ds
Finally, we denote
X* = (X" Bx+u)

Theorem 6.8.1 (W, 1%, Bx, (X*)yep) verify the conditions of section 6.2. (W, thas B%, (XU)UGGo(MX,ﬂx))
verify the conditions of definition 6.2.1.

Proof: (vii) of definition 6.2.1 is clear, see [10] for the remainder of the proof. U

Corollary 6.8.1 It is clear that for every u € D, we clearly have p*-a.s.
X (w) = XU (1)

so theorem 6.7.1 applies.

6.8.2 Brownian bridge

We still denote p the Wiener measure on W. Set a € IR", we denote u, the measure on W such

that for any bounded measurable function f we have

Euo [f] =Eu[fIW1 = 4]

e can also be defined as follow : let &, be the Dirac measure in a, £,(W7) is a positive Wiener

distributions hence it defines a Radon measure v, on W, then

1 n
Ha = (27r> Vg
We recall the definition of a Brownian bridge:

Definition 6.8.2 Set (Q2,G, Q) a probability space. An a-Brownian bridge X under a probability @ is
a path-continuous Gaussian process such that Eq [X (t)] = at and cov(X (s), X(t)) = ((s At) — st) Iy

Proposition 6.8.2 W is an a-Brownian bridge under u,, and the process 3, defined as

Ba(®) :W(t)—at+/0 W) s,

is a Brownian motion under u, and the filtrations of B, and W completed with respect to p, are

equal. Moreover, we have

W(t) =at+ (1 —t)/t dBa(s)

o l—s
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The following remark will be useful in next section.
Remark: For a € R" and ¢t € [0, 1], we have p4-a.s.

t
W, —
Balt) = Wt+/ @ ds
o l1—s

Definition 6.8.3 For u € Go(a, Ba), we denote ¥ = Bq + u.

Proposition 6.8.3 Set u € Go(lta, fa), then there exists a unique pq-a.s. path continuous process

W2 such that
t u
W (t) = Ba(t) + at — Mds
o 1—s

Furthermore, we have

W) = at+(1—t)/0 dfg_(?

W(t) + /0 t (u(s)— /0 ) f(f)rdr) ds

Theorem 6.8.2 (W, 114, 8o, (W2)uep) verify the conditions of section 6.2. (W, Ha, Bas (W;)UEGO(N(H/B(L))
verify the conditions of definition 6.2.1.

Proof: (vii) of definition 6.2.1 is clear, see [11] for the remainder of the proof. U

Corollary 6.8.2 [t is clear that for every u € D, we clearly have pig-a.s.
W (w) = W) (w)
so theorem 6.7.1 applies.

6.8.3 Loop measure

We keep the notations of last section. Denote
S={aeR" |a| =1}
and set « : S — R alocally lipschitz function such that {z, a(x) # 0} is of strictly positive measure

/Sa(a)da =1

We define the measure v; as follow: for any bounded measurable function f on W, we set

for the Lebesgue measure on S and

Ev[f] = /S o(a)Ey., [f]da

For more on loop measures, see Fang’s work in [6].
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Definition 6.8.4 We denote

hihe) € [0, 1)><R”l—>/soz(a)ha(t,x)da

Proposition 6.8.4 Set a € R™ and t € [0,1), then

dita

= ho(t, W,
e =t
Proposition 6.8.5 Sett € [0,1), we have
dv
— = h(t, W,
] =)

Proposition 6.8.6 Define
t oyt
W(s, W(s))
Bip(t) = W(t) — / ————=ds
0 =WO = [ 5w
where h’ designates the partial derivative of h with respect to .
Then Bip is a v; Brownian motion and the filtrations of W and By, completed with respect to vy are

equal.
Definition 6.8.5 For u € Gy(v, 1), we denote B, = Bip + u.

Proposition 6.8.7 Set u € Go(v, B1o), then there erists a unique vi-a.s. path continuous process
W;; such that
" h (s, Wis(s))

o Bl Wi ()

Wip(t) = 81y, (1) +

Theorem 6.8.3 (W, 1, Bip, (W[;)ueb) verify the conditions of section 6.2. (W, vy, Blo, (W;;)
verify the conditions of definition 6.2.1.

uEGo(”Lﬂm))

Proof: (vii) of definition 6.2.1 is clear, see [11] for the remainder of the proof. 0

Corollary 6.8.3 It is clear that for every u € D, we clearly have v;-a.s.

Wi (w) = WA (w)

lo

so theorem 6.7.1 applies.

6.8.4 Diffusing particles without collision

Set 0,b,0,v € R such that
0% <2y

The proof of the following theorem can be found in [19] or [3].
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Theorem 6.8.4 Set (2,0, (G,)) a filtered probability space, (z1(0), ..., 2,(0)) € R™ and B = (Bx, ..., By)
a R™-valued 0-Brownian motion. We consider the following stochastic differential system:

Z1(t) = z1(0)+0Bi(t)+b tZl(s)ds—&—ct—i—y Z e
/0 FISERS n}\{l}/ (s)
Zn(t) = 2,(0) 4 0By(t +b/ syds+ct+y Y /75)

Je{l-ni\{n}

under the condition that 0-a.s. for every t € [0, 00)
Z1(t) < ... < Z,(1)

This system admits a unique strong solution on (Q,0,(G.), B) and the first collision time is 0-a.s.

equal to co.

Consider (£, 60, (G;)) a filtered probability space, (z1(0), ...,2,(0)) € R® and B = (B, ..., B,) a R"-
valued #-Brownian motion, and Z the strong solution of the stochastic differential system of theorem
6.8.4. Denote vp, = Z the image measure of Z. For 1 <14 < n, denote W1, ..., W, the coordinates of
W and define

Mi(t):Wi(t)fzi(O)—b/o Wi(s)ds —ct—y > /W ®)

]E{L 7”}\{ }
and
M = (M, ..., M,)
M is a local martingale and
(M;, My)(t) = ot
Define

ﬁpa = ;M

Levy theorem clearly ensures that 3 is a vp,-Brownian motion and we clearly have for every 1 <14 < n,

Wi(t) = 2i(0) + 0 Bpa,i(t +b/W s +ct+y Y /W—W(S)
]6{11 ’n}\{}

For u € Go(Vpa, Bpe) denote
;a = Bpa +u
and v, the probability measure given by
dv
pa
i Lo
e p(=0p,au)

so according to theorem

6.8.4, there exists a unique v,-a.s. continuous process Wy, = (W, ..., Wy, ) such that v, -a.s.

According to Girsanov theorem, 8, + u is a Brownian motion under vy,

forevery 1 <i<n

Wit o) = 2:(0) + 0B +b/ v sttty 3

Je{l, o\ (i }/ Wpai(s) = Wpa3(5)
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and vy, -a.s. for every t € [0,1]
pa,1 (8) < oo S WG (1)

pa,l pa,n

Since Vpa ~ Vpq, W" is vpg-a.s. continuous and vpe-a.s. for every 1 <i<n

Wii0) = 50) +og 040 [ Wi s vartn S [
paz

Je{ln\{7}

and vpg-a.s. for every t € [0,1]
pa, 1(t) < Wu ( )

pa,n

Theorem 6.8.5 (W Vpa, Bpas ( pa)uep) verify the conditions of section 6.2.
(W Vpa, Bpas ( Pa)ueco(u 8 )> verify the conditions of definition 6.2.1.

Proof: (vii) of definition 6.2.1 is clear, see [11] for the remainder of the proof.

Corollary 6.8.4 It is clear that for every u € D, we clearly have vpq-a.s.
Wa(w) = Wyl (w)

so theorem 6.7.1 applies.

pa,j(s)
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Calcul variationnel sur I'’espace de Wiener
Kévin HARTMANN

RESUME : Ce travail vise a étendre la représentation variationnelle classique du logarithme de I'espé-
rance de e~/ par rapport & la mesure de Wiener & des mesures plus générales. Nous donnons d’abord une
condition suffisante de différentiabilité forte sur 'espace de Cameron-Martin. Dans un second temps nous
étendons la formulation variationnelle a la mesure image d’une diffusion, puis nous utilisons cet exemple pour
généraliser la représentation a un large ensemble de mesure. Nous diminuons aussi les hypothéses d’inté-
grabilité sur f et prouvons de nouveaux résultats sur l'inversibilité stochastique et I'existence de solutions
fortes pour certaines équations différentielles stochastiques. Finalement, nous étendons encore une fois la
représentation

ABSTRACT : This work aims at extending the classical variational formulation of the logarithm of the
expectation of e~/ with respect to the Wiener measure to more general measures. First we give a sufficient
criteria for functions to be strongly differentiable over the Cameron-Martin space. Then we extend the varia-
tional formulation to the case of the image measure of a diffusion, and we use this example to generalize the
variational formulation to a wide set of measures, while reducing the integrability hypothesis over f and obtai-
ning new results concerning stochastic invertibility and existence of strong solutions of stochastic differential
equations. Finally, we extend once more this formulation by considering conditional expectations with respect
to the same set of measures.

TELECOM

ParisTech

- -

- N A
. - INSTITUT DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES]
PARIS INSTITUTE OF TECHNOLOGY}



